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Роздiл 1

Короткi вiдомостi з
термодинамiки

1.1 Робота
В цьому роздiлi введемо позначення для вiдомих з термодинамiки

величин i розглянемо зв’язки мiж ними для порiвняння в подальшому
iз статистичним пiдходом. Термодинамiчна система може здiйснювати
рiзнi види робiт, але вираз для роботи A у всiх випадках має однакову
структуру i може бути записаний як сума цих робiт

dA =
∑
i

Aidai (1.1)

тут Ai – узагальнена сила, що дiє на систему, а ai – узагальнена коор-
дината, що спряжена з цiєю узагальненою силою. Як приклад, якщо ми
маємо просту систему, єдиним видом роботи якої є робота, що пов’язана
зi змiною об’єму системи V , то спряженою силою є тиск p i для роботи
маємо

dA = pdV. (1.2)

Термодинамiчну систему, що здiйснює крiм роботи розширення iншi види
роботи будемо називати складною системою.

Зручно вiдрiзняти роботу розширення вiд усiх iнших типiв робiт W :

dA = pdV + dW. (1.3)

Позначимо в цьому випадку узагальненi сили, що не збiгаються з тиском
через Wi, узагальненi координати через wi:

dW =
∑
i

Widwi. (1.4)

9
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Тодi можемо переписати загальний вираз для роботи як

dA = pdV +
∑
i

Widwi. (1.5)

Якщо робота, що виконана над системою переводить її з початкового
стану 1 в кiнцевий стан 2, то iнтегруючи знаходимо її, наприклад для
простої системи, як

A =

2∫
1

pdV. (1.6)

Ця величина залежить вiд виду функцiї p(V ), та умов, у яких вона здiй-
снюється.

З математичного аналiзу вiдомо, що iнтеграл вiд повного диферен-
цiалу не залежить вiд форми кривої мiж початковим i кiнцевим ста-
ном, а дорiвнює рiзницi значень функцiї, у загальному випадку, бага-

тьох змiнних
2∫
1

dF = F (1)−F (2). Диференцiал функцiї багатьох змiнних

F (x1, x2, . . .) виражається у виглядi

dF =
∂F

∂x1

dx1 +
∂F

∂x2

dx2 + . . . (1.7)

Для того, щоб вираз f1(x1, x2, . . .)+f2(x1, x2, . . .)+. . . був повним дифе-
ренцiалом деякої функцiї F (x1, x2, . . .), необхiдно, щоб функцiї f1, f2, . . .
були частинними похiдними цiєї функцiї за вiдповiдними змiнними. Це
приводить до форм Пфаффа, якi обговорюються у Додатку А.2.

Елементарна робота не є повним диференцiалом, так як залежить
вiд шляху вiд початкового стану 1 до кiнцевого стану 2. Такi функцiї
називають функцiями процесу.

1.2 Внутрiшня енергiя

Внутрiшня енергiя системи U – це кiнетична i потенцiальна енергiя
всiєї сукупностi частинок, що складає дану систему. Ця енергiя не вклю-
чає в себе кiнетичну енергiю руху всiєї системи i потенцiальну енергiю
всiєї системи в зовнiшнiх полях.

На вiдмiну вiд роботи внутрiшня енергiя є повним диференцiалом,
тобто є функцiєю стану (див. п. 1.4.1).
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1.3 Кiлькiсть теплоти

Якщо двi системи з рiзною температурою не є iзольованими i при-
веденi в контакт одна з однiєю, то мiж ними здiйснюється теплообмiн.
Система з бiльш високою температурою, охолоджуючись, вiддає деяку
кiлькiсть теплоти системi з бiльш низькою температурою, яка при цьому
нагрiвається. Через деякий час температури зрiвняються, i теплообмiн
припиниться. Це твердження iнодi називають нульовим началом термо-
динамiки.

Кiлькiсть теплоти, що необхiдна для нагрiвання тiла пропорцiйна ма-
сi цього тiла i рiзницi кiнцевої i початкової температури. Вводимо кое-
фiцiєнт пропорцiйностi c, який називають питомою теплоємнiстю речо-
вини, i записуємо формулу для кiлькостi теплоти у виглядi

∆Q = cm(T2 − T1). (1.8)

Теплоємнiсть є функцiєю процесу, тобто вона рiзниться в залежностi
вiд характеру проведення процесу, наприклад, при постiйному тиску, або
об’ємi, або якось iнакше.

1.4 Начала термодинамiки

1.4.1 Перше начало

Перше начало термодинамiки допускає декiлька формулювань, що
мають один i той самий загальний фiзичний змiст, який зводиться до
форми закону збереження i перетворення енергiї. Наведемо два з них:

1. Неможливо побудувати таку перiодично дiючу машину, яка давала
би корисну роботу без витрати енергiї ззовнi (такий пристрiй називають
вiчним двигуном першого роду).

2. Внутрiшня енергiя iзольованої системи є величина постiйна.
Нехай в деякому процесi системi передано кiлькiсть теплоти ∆Q. Ча-

стина цього тепла може пiти на нагрiвання системи, частина з загальної
теплоти може пiти на змiну агрегатного стану речовини та iншi проце-
си. В цiлому загальна сума одержаної системої теплоти йде на змiну
внутрiшньої енергiї системи. Однак, частина цiєї теплоти може перетво-
рюватися на роботу системи над зовнiшнiми тiлами, наприклад роботу
збiльшення об’єму або змiнення поверхнi i т.д. При всiх цих процесах
справджується закон збереження енергiї, тобто має мiсце баланс одержа-
ної системою теплоти, змiни внутрiшньої енергiї i виконаної нею роботи.
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Якщо одержана системою теплота є ∆Q, сума всiх змiн внутрiшньої
енергiї дорiвнює ∆U , а суму всiх видов виконаної системою роботи за-
пишемо як

∑
i

Ai∆ai, то маємо рiвняння балансу

∆Q = ∆U +
∑
i

Ai∆ai. (1.9)

Перейдемо в цьому рiвннянi до нескiнченно малих величин. Згадаємо,
що кiлькiсть теплоти i робота не являються повними диференцiалами.
Щодо внутрiшньої енергiї, то спираючись на друге формулювання пер-
шого начала проведемо наступнi мiркування.

Нехай одному i тому ж стану системи вiдповiдають два рiзних зна-
чення внутрiшньої енергiї U1 i U2. Тобто можна вiдiбрати вiд системи
частину енергiї i при цьому нiяких змiн у системi не вiдбудеться. Але
таке джерело енергiї дозволить побудувати вiчний двигун першого роду.
Це суперечить першому началу термодинамiки, отже, вихiдне припуще-
ння є хибним, тобто внутрiшня енергiя є однозначною функцiєю стану i
тодi маємо

2∫
1

dU = U2 − U1. (1.10)

Таким чином, враховуючи цю iнформацiю запишемо рiвняння пер-
шого начала термодинамiки у виглядi

δQ = dU + δA. (1.11)

Для квазiрiвноважних процесiв формулу (1.11) можна записати у бiльш
докладному виглядi в повних диференцiалах. Представимо роботу як
будь-яку з форм Пфаффа (1.1) – (1.5). Наприклад, для простої системи
маємо

dQ = dU + pdV (1.12)

або бiльш загально
dQ = dU +

∑
i

Aidai (1.13)

чи
dQ = dU + pdV +

∑
i

Widwi. (1.14)
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1.4.2 Друге начало

Друге начало термодинамiки теж може бути подано в декiлькох еквi-
валентних формулювань. Наведемо спочатку два з них:

1. Теплота сама по собi не може переходити вiд тiла менш нагрiтого
до тiла бiльш нагрiтого без жодних змiн в цих тiлах або в оточуючому
середовищi.

2. Неможливо побудувати таку перiодично дiючу машину, яка би без-
перервно здiйснювала роботу за рахунок теплоти, що видiляється систе-
мою при охолодженнi, причому iнших змiн в цiй системi або в оточую-
чому її середовищi не вiдбувалося би (такий пристрiй називають вiчним
двигуном другого роду).

Теорема Карно. З усiх перiодично дiючих теплових машин, що мають
однаковi температури нагрiвачiв i холодильникiв, найбiльший коефiцiент
корисної дiї (к.к.д.) мають оборотнi машини. При цьому к.к.д. оборотних
машин, що працюють за циклом Карно (двi iзотерми i двi адiабати),
дорiвнюють один одному i не залежать вiд конструкцiї машини.

Позначимо к.к.д. оборотної машини через η, а необоротної машини
через η′. Нехай оборотна i необоротна машини, що працюють за циклом
Карно, який складається з двох iзотерм i двох адiабат, беруть вiд нагрi-
вача однакову кiлькiсть теплоти Q1. Кiлькiсть теплоти, що вiддається
холодильнику оборотною машиною позначимо через Q2, а необоротною
Q′2. Тодi

η =
Q1 −Q2

Q1

; η′ =
Q1 −Q′2
Q1

. (1.15)

Для оборотної машини Карно η = η′.
На пiдставi теореми Карно к.к.д. всiх оборотних машин, у яких холо-

дильники i нагрiвачi мають однаковi температури, рiвнi i не залежать нi
вiд природи робочих тiл, нi вiд конструкцiї машин. Якщо вiдомий к.к.д.
хоча б однiєї оборотної машини, то вiдомий к.к.д. всiх оборотних машин,
у яких нагрiвачi i холодильники мають такi ж температури. Вiдоме к.к.д.
циклу Карно для iдеального газу виражається формулою

η =
T1 − T2

T1

, (1.16)

де T1 i T2 – абсолютнi температури нагрiвача i холодильника.
Порiвнюючи к.к.д. необоротної машини Карно η′ iз к.к.д. вiдповiдної

оборотної машини η, в усiх випадках одержуємо η′ < η. Тепер з (1.15) i
(1.16) запишемо

Q1 −Q2

Q1

6
T1 − T2

T1

. (1.17)
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Це спiвiдношення – кiлькiсне формулювання другого начала термодина-
мiки машини з одним нагрiвачем i одним холодильником.

Для оборотної машини маємо

η =
Q1 −Q2

Q1

=
T1 − T2

T1

. (1.18)

У загальному випадку великої кiлькостi нагрiвачiв i холодильникiв,
перетворюючи (1.18) послiдовно як

Q2

Q1

>
T2

T1

,
Q2

T2

>
Q1

T1

,
Q1

T1

− Q2

T2

6 0. (1.19)

Уявляючи багато тiл, що працюють кожне зi своїм циклом, i вважаю-
чи, що тепло отримуване системою, вважається додатним, а вiддане -
вiд’ємним i враховуючи цi знаки, одержимо∑ ∆Q

T
6 0. (1.20)

При переходi до нескiнченно малих величин знаходимо нерiвнiсть Клау-
зiуса ∫

δQ

T
6 0. (1.21)

Вираз (1.21) дає кiлькiсне формулювання второго начала термодинамi-
ки у загальному випадку для довiльного замкненого циклу. Iнтеграл в
цьому виразi дорiвнює нулевi у випадку оборотного процесу.

Розглянемо це твердження бiльш детально. Припустимо, що ми про-
водимо квазiстатичний процес зi стану 1 в стан 2, а потiм зi стану 2 в
стан 1. Квазiстатичний процес є оберненим в тому сенсi, що його можна
проводити у протилежному напрямку. При цьому система буде прохо-
дити черз тi ж самi рiвноважнi стани, що i у прямому процесi i тодi
(δQ)21 = −(δQ)12, де iндексами позначенi прямий i обернений напрямок
процесу. Тодi для квазiстатичного процесу нерiвнiсть Клаузiуса перейде
у рiвнiсть ∮

δQ

T
= 0. (1.22)

Тепер розглянемо квазiстатичний процес при якому шляхи 12 i 21
вiдрiзняються один вiд одного. Будемо вважати, що один з них йде по
шляху A (прямий процес) i обертається по шляху B. Об’єднаємо цi про-
цеси в один квазiстатичний круговий процес 1A2B1. Застосуємо до нього
рiвнiсть Клаузiуса: ∫

1A2

δQ

T
+

∫
2B1

δQ

T
= 0, (1.23)
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або ∫
1A2

δQ

T
−
∫

1B2

δQ

T
= 0, (1.24)

чи ∫
1A2

δQ

T
=

∫
1B2

δQ

T
. (1.25)

Величину Q/T називають приведеною кiлькостю теплоти, а δQ/T - еле-
ментарна приведена кiлькiсть теплоти. З формули (1.25) робимо висно-
вок, що приведена кiлькiсть теплоти, що квазiстатично одержана систе-
мою, не залежить вiд шляху переходу, а визначається лише початковим i
кiнцевим станами системи. Так як iнтеграл при цьому береться по довiль-
ному замкненому шляху, то пiдiнтегральний вираз – повний диференцiал
деякої функццiї. Тому сама ця функцiя – функцiя стану. Цю функцiю
називають ентропiєю S:

S2 − S1 =

∫
δQ

T
. (1.26)

Розглянемо тепер перехiд системи з рiвноважного стану 1 у рiвнова-
жний стан 2, що вiдбувається необоротно (позначимо його лiтерою A).
Потiм система повертається iз стану 2 в початковий стан 1 квазiстатично
по iншому шляху B. Iз нерiвностi Клаузiуса маємо∮

δQ

T
≡
∫

1A2

δQ

T
+

∫
2A1

δQ

T
6 0. (1.27)

Так як процес B – квазiстатичний, то∫
2A1

δQ

T
= S1 − S2. (1.28)

Тому нерiвнiсть Клаузiуса приймає вигляд

S2 − S1 >
∫
δQ

T
, (1.29)

де T – температура навколишнього середовища, при якiй воно вiддає
системi теплоту δQ.

Якщо система адiабатично iзольована, то δQ = 0, i iнтеграл в (1.29)
обертається в нуль, Тодi

S2 > S1. (1.30)
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Таким чином, ентропiя адiабатично iзольованої системи не може спада-
ти; вона або зростає, або залишається постiйною. Це дозволяє формульо-
вати друге начало як закон зростання ентропiї. Ентропiя може зростати
в адiабатично iзольованiй системi поки не досягне свого максимального
значення. Досягнення максимуму ентропiї вiдбувається у рiвноважному
станi, що визначає принцип максимуму ентропiї.

Загальний вираз для другого начала термодинамiки для замкненої
системи записується у виглядi

TdS > dQ, (1.31)

якщо в системi не вiдбуваються необоротнi процеси цей вираз обертає-
ться в рiвнiсть

dQ = TdS (1.32)

1.4.3 Об’єднання першого i другого начал

Тепер можемо записати об’єднану форму першого i другого начал
термодинамiки як

TdS > dU + dA. (1.33)

Для простої системи:
TdS > dU + pdV. (1.34)

Для складної системи:

TdS > dU +
∑
i

Aidai. (1.35)

Також при рiзних видах роботи маємо

TdS > dU + pdV + dW, (1.36)

iз зазначенням вiдповiдних видiв робiт записуємо як

TdS > dU + pdV +
∑
i

Widwi (1.37)

Якщо процеси в системi вiдбуваються оборотним чином замiсть не-
рiвностей приходимо до рiвностей, а саме

TdS = dU + dA, (1.38)

для простої системи:
TdS = dU + pdV, (1.39)
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для складної системи:

TdS = dU +
∑
i

Aidai, (1.40)

iз подiлом на роботу змiнення об’єму системи та iнших робiт:

TdS = dU + pdV + dW, (1.41)

iз вказанням типiв iнших робiт:

TdS = dU + pdV +
∑
i

Widwi (1.42)

1.4.4 Третє начало

Принцип Нернста. Ентропiя будь-якої рiвноважної термодинамiчної
ситеми при T = 0 є величина стала, що не залежить нi вiд яких змiнних
параметрiв

S0 = const при T = 0. (1.43)

Часто використовують твердження

S0 = 0 при T = 0, (1.44)

що називаєтья постулатом Планка. В класичнiй статистицi ентропiя ви-
значається лише з точнiстю до довiльної адитивної сталої, тому таке
твердження можна вiльно використовувати лише для розгляду систем в
квантовiй статистицi.

Також часто використовують таку форму цього начала:

lim
T→0

(
∂S

∂x

)
T

= 0, (1.45)

де x – будь-який термодинамiчний параметр.

1.5 Термодинамiчнi потенцiали
Гiббс запропонував метод термодинамiчних функцiй (потенцiалiв).

Аналiтичний вираз будь-якої термодинамiчної функцiї через незалежнi
параметри системи дозволяє визначити в явнiй формi всi термодинамi-
чнi величини системи, що вивчається. Для кожного термодинамiчного
потенцiалу треба використовувати його власнi змiннi, якi фiксуються, а
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еволюцiя системи до рiвноважного стану в цих умовах йде так, щоб зна-
чення потенцiалу стало мiнiмальним. Всi нерiвноважнi змiннi тодi набу-
ваються певних значень, що однозначно виражаються через власнi значе-
ння термодинамiчного потенцiалу. Всi термодинамiчнi функцiї адитивнi,
тобто значення їх для системи, що складається з декiлькох незалежних
частин, дорiвнює сумi значень цих функцiй для окремих частин,якщо
знехтувати внеском поверхнi роздiлу. Диференцiали термодинамiчних
функцiй є повними диференцiалами, тобто самi термодинамiчнi функцiї
є функцiями стану.

Об’єднаний вираз першого i другого начал для простої системи (1.39)
мiстить п’ять величин T , S, U , p, V . Для визначення рiвноважного стану
простої системи досить двох незалежних параметрiв. В рiвняннi (1.39)
п’ять параметрiв, тому треба додати ще два рiвняння для складання
системи рiвнянь, з якої можна знаходити три залежнi параметри. Гiббс
запропонував додавати спiввiдношення мiж параметрами або функцiями
стану, що випливає з властивостей системи або задачi, що розглядається.
Це рiвняння буде мiстити нову функцiю, яка називається термодинамi-
чною функцiєю (потенцiалом).

Таких функцiй, взагалi, багато, так як це може бути будь-яка функцiя
стану, якщо її можна визначити як незалежну функцiю параметрiв ста-
ну. Але з усiх можливих обирають так званi характеристичнi функцiї. Цi
функцiї мають наступну властивiсть. При належно обраних параметрах
стану, наприклад, якщо це будуть x i y, частиннi похiднi характеристної
функцiї за параметрами x i y дорiвнюють тому чи iншому параметру ста-
ну. Завдяки цьому цi похiднi одержують найбiльш простий вираз i ясний
фiзичний змiст. Термодинамiчний потенцiал має екстремальне значення
в станi рiвноваги, що характеризується заданими значеннями x та y.

Розглянемо безпосередньо функцiї, що запропонованi Гiббсом.

1.5.1 Внутрiшня енергiя

У випадку простої системи внутрiшня енергiя записується як

dU = TdS − pdV. (1.46)

Звiдси випливає, що U = U(S, V ). Тобто найбiльш доцiльно внутрiшню
енергiю розглядати як функцiю параметрiв S i V . Запишемо повний ди-
ференцiал функцiї U(S, V ) у виглядi форми Пфаффа вiд цих змiнних:

dU =

(
∂U

∂S

)
V

dS +

(
∂U

∂V

)
S

dV. (1.47)
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Порiвнюючи цей вираз iз (1.46) i знаходимо(
∂U

∂S

)
V

= T,

(
∂U

∂V

)
S

= −p. (1.48)

З формули (1.34) одержуємо спiввiдношення

dU + pdV − TdS 6 0. (1.49)

Якщо змiни об’єму i ентропiї системи дорiвнюють нулевi, тобто цi ве-
личини фiксовано, то з (1.49) одержимо dU 6 0, тобто в рiвноважному
станi внутрiшня енергiя набуває свого мiнiмуму, а при необоротних про-
цесах її змiнення менше нуля i вiдбуваються вони в напрямi зменшення
внутрiшньої енергiї.

1.5.2 Вiльна енергiя

Решту термодинамiчних потенцiалiв можна знаходити користуючись
перетворенням Лежандра (Додаток А.3).

Будемо виходити з рiвнянняня (1.46). Вiднiмемо диференцiал d(TS):

dU−d(TS) = d(U−TS) = TdS−pdV −TdS−SdT = −SdT−pdV. (1.50)

В цiй формулi з’явився новий повний диференцiал функцiї

F = U − TS, (1.51)

яка називається вiльною енергiєю i якщо записати її у виглядi форми
Пфаффа

dF =

(
∂F

∂T

)
V

dT +

(
∂U

∂V

)
T

dV (1.52)

i потiм порiвняняти з записом формули (1.50) у виглядi

dF = −SdT − pdV, (1.53)

то одержимо (
∂F

∂T

)
V

= −S,
(
∂F

∂V

)
T

= −p. (1.54)

Якщо об’єм i температура фiксованi, то вiльна енергiя теж досягає
мiнiмуму в рiвноважних системах, а взагалi dF 6 0.
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1.5.3 Ентальпiя

Запишемо вираз

dU + d(pV ) = d(U + pV ) = TdS − pdV + pdV + V dp =
= TdS + V dp, (1.55)

в якому з’являється повний диференцiал функцiї

H = U + pV, (1.56)

що називається ентальпiєю, тобто

dH = TdS + V dp. (1.57)

Отже, H є функцiєю S i p. Запишемо форму Пфаффа:

dH =

(
∂H

∂S

)
p

dS +

(
∂H

∂p

)
S

dp. (1.58)

Порiвнюємо цей вираз з (1.57) i одержуємо(
∂H

∂S

)
p

= T,

(
∂H

∂p

)
S

= V. (1.59)

При фiксованих ентропiї i тиску одержимо dH 6 0, тобто в рiвнова-
жнiй системi має мiсце умова мiнiмума ентальпiї.

1.5.4 Термодинамiчний потенцiал Гiббса

Тепер розглянемо вираз, що об’єднує два попереднiх

dU − d(TS − pV ) = d(U − TS + pV ) =
= TdS − pdV − TdS − SdT + pdV + V dp =
= −SdT + V dp (1.60)

Функцiю
G = U − TS + pV (1.61)

називають термодинамiчним потенцiалом Гiббса. Її повний диференцiал
також можна записати у виглядi форми Пфаффа

dG =

(
∂G

∂T

)
p

dT +

(
∂G

∂p

)
T

dp. (1.62)

Далi знаходимо (
∂G

∂T

)
p

= −S,
(
∂G

∂p

)
T

= V. (1.63)

Умова мiнiмума в рiвноважнiй системi буде виконуватись, якщо зафi-
ксувати тиск i об’єм. Тодi маємо dG 6 0.



Роздiл 2

Короткi вiдомостi з теорiї
ймовiрностей i статистики

2.1 Ймовiрнiсть
Якщо подiя вiдбувається ni разiв з повної кiлькостi випробуваньN , то

ймовiрнiсть визначається как границя вiдношення кiлькостi сприятливих
подiй ni до повної кiлькостi подiй N при умовi, що кiлькiсть випробувань
прямує до нескiнченностi. Запишемо ймовiрнiсть подiї як

Wi = lim
N→∞

ni
N
. (2.1)

Якщо випадкова величина змiнюється з часом, то визначимо ймовiрнiсть
як

Wt = lim
T→∞

∆t

T
, (2.2)

де ∆t – час перебування системи в даному станi, а T – повний час спо-
стереження.

Ймовiрнiсть dW (x) – того, що випадкова величина може приймати
значення вiд x до x+dx залежить вiд самого значення x, тобто є деякою
функцiєю f(x), а також пропорцiйна ширинi iнтервалу значень dx:

dW (x) = f(x)dx. (2.3)

Функцiя f(x) називається функцiєю розподiлу ймовiрностi.
З визначення ймовiрностi (2.1) випливає, що

0 6 W 6 1, (2.4)

так як 0 6 ni 6 N .

21
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Для безперервної випадкової величини ймовiрнiсть того, що вона при-
ймає одно iз значень в iнтервалi вiд x1 до x2 дорiвнює

W =

x2∫
x1

dW (x). (2.5)

Умова нормування для ймовiрностi дискретних випадкових величин:∑
i

Wi = 1. (2.6)

Для безперервної випадкової величини, що приймає значення в iнтервалi
вiд a до b умова нормування має вигляд

b∫
a

dW (x) =

b∫
a

f(x)dx = 1, (2.7)

а якщо випадкова величина приймає значення в нескiнченному iнтервалi,
то умова нормування –

∞∫
−∞

dW (x) =

∞∫
−∞

f(x)dx = 1. (2.8)

Для деякої величини f середня по ансамблю є

〈f〉a =
1

Ns

Ns∑
i=1

fi, (2.9)

де Ns – кiлькiсть систем в ансамблi. Ймовiрнiсть знаходження частинки
в j-iй комiрцi

Pj =
Nsj

Na

, (2.10)

де Nsj – кiлькiсть систем ансамблю у яких частинка знаходиться в j-iй
комiрцi. Бiльш формально строго ймовiрнiсть визначається, якщо спря-
мувати границю кiлькостi частинок до нескiнченостi. Якщо сгрупувати
члени, якi вiдносяться до однiєю i той же самої комiрки у рiзних системах
ансамблю, то

〈f〉a =
1

Ns

N∑
j=1

Nsjfj =
N∑
j=1

Pjfj, (2.11)
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де N – кiлькiсть комiрок у кожнiй системi статистичного ансамблю.
Середня за часом:

〈f〉t = lim
T→∞

1

T

T∫
0

f(t)dt. (2.12)

Введемо аналогiчну ймовiрнiсть знаходження системи в комiрцi

P̃j = lim
T→∞

Tj
T
, (2.13)

де Tj – час знаходження частинки в j-iй комiрцi, T – загальний час
спостереження. Перегрупуємо члени:

〈f〉t = lim
T→∞

1

T

N∑
j=1

Tjfj =
N∑
j=1

P̃jfj. (2.14)

Ергодична гiпотеза стверджує, що

Pj = P̃j (2.15)

або
〈f〉a = 〈f〉t , (2.16)

тобто середнє по ансамблю дорiвнює середньому за часом.

2.2 Основнi принципи статистики
Середня величина

F̄ =

∫
F (x)f(x)dx (2.17)

характеризує знайденi експериментальнi значення фiзичної величини F .
Мiрою середнього вiдхилення F вiд F̄ обирають величину

(∆F )2 = (F − F̄ )2 = F 2 − F̄ 2, (2.18)

яку називають середньоквадратичною флуктуацiєю величини F .
Для системи з N незалежних частин i адитивної величини F

F =
N∑
i=1

Fk, (2.19)
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∆F =
N∑
i=1

∆Fk (2.20)

Середньоквадратична флуктуацiя

(∆F )2 =

(
N∑
i=1

∆Fi

)2

=
N∑
i=1

N∑
j=1

∆Fi∆Fj. (2.21)

Окремi частини системи незалежнi (якщо вiдсутнi далекосяжнi кореля-
цiї) i тому

∆Fi∆Fj = ∆Fi ·∆Fj =

{
0, якщо i 6= j

(∆Fi)2, якщо i = j.
(2.22)

З-за однаковостi макроскопiчних властивостей окремих частин системи

(∆F )2 =
N∑
i=1

(∆Fi)2 = N ·∆Fi2, (2.23)

F̄ =
N∑
i=1

Fi = N · Fi. (2.24)

Також введемо вiдносну флуктуацiю

δF =

√
(∆F )2

F̄
=

1√
N
·

√
(∆Fi)2

Fi
. (2.25)



Роздiл 3

Основнi уявлення статистичного
пiдходу

3.1 Опис руху класичної системи

Рiвняння руху частинки або системи частинок у формалiзмi Лагран-
жа класичної механiки мають вигляд

∂L
∂qi
− d

dt

(
∂L
∂q̇i

)
= 0 (i = 1, 2, . . . , f). (3.1)

Функцiя Лагранжа L залежить вiд узагальнених координат qi, узагаль-
нених швидкостей q̇i = dqi

dt
i часу t. Через f позначена кiлькiсть ступе-

нiв вiльностi системи. Вираз (3.1) називають рiвняннями Лагранжа, якi
складають систему з f звичайних диференцiальних рiвнянь. При iнте-
груваннi цiєї системи треба додавати до неї початковi значення узагаль-
нених координат i швидкостей, щоб знайти 2f сталих iнтегрування.

Розв’язання системи f рiвнянь, де f дуже велике число (порядку ста-
лої Авогадро NA) на даний час неможливо. Навiть знаходження i введе-
ння, наприклад, в пам’ять комп’ютера 2f початкових значень технiчно
надскладна задача.

В статистичнiй фiзицi бiльш зручним є формалiзм Гамiльтона. Вве-
демо функцiю Гамiльтона

H(q, p, t) =

f∑
i=1

piq̇i − L(q, q̇, t), (3.2)

що приводить до
H(q, p) = K(q, p) + U(q). (3.3)

25
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У формалiзмi Гамiльтона канонiчнi змiннi qi i pi = ∂L
∂q̇i

розглядаються
як незалежнi величини. Тодi маємо 2f диференцiальних рiвнянь першо-
го порядку, що називаються канонiчними рiвняннями або рiвняннями
Гамiльтона

q̇i =
∂H
∂pi

, ṗi = −∂H
∂qi

(3.4)

Якщо функцiя Гамiльтона явно не залежить вiд часу, то

dH
dt

=
∂H
∂t

+

f∑
i=1

(
∂H
∂pi

dpi
dt

+
∂H
∂qi

dqi
dt

)
=

=

f∑
i=1

(
∂H
∂pi

(
−∂H
∂qi

)
+
∂H
∂qi

∂H
∂pi

)
= 0. (3.5)

Таким чином, повна енергiя системи зберiгається.

3.2 Фазовий простiр

3.2.1 Γ-простiр

Пiд фазовим простором або Γ-простором системи з f ступенями вiль-
ностi вважають абстрактний 2f -вимiрний простiр, осi якого вiдповiда-
ють f узагальненим координатам qi i f спряженим до них iмпульсам
pi. Суттєво вiдмiтити, по-перше, що одиницi на осях фазового простору
можуть мати рiзну розмiрнiсть, по-друге, часто дуже велику вимiрнiсть
цього простору, тому важко уявити цей простiр геометрично, але така
конструкцiя зручна в статистичному пiдходi. Стан системи зображується
у фазовому просторi однiєю точкою. При русi системи ця точка описує
в 2f -вимiрному просторi криву (фазову траєкторiю). Якщо система за-
мкнена i консервативна, то для неї iснує iнтеграл енергiї (тобто енергiя
зберiгається) i фазова траєкторiя лежить на гiперповерхнi (2f − 1)-го
вимiру.

Елементарний об’єм Γ-простору дорiвнює

dΓ = dq1dq2 . . . dqfdp1dp2 . . . dpf = dqdp. (3.6)

В статистичнiй фiзицi розглядаються системи, що складаються з дуже
великої кiлькостi частинок. Для обґрунтування методiв статистичної фi-
зики розглядають сукупнiсть великого числа K тотожних систем. Та-
ку сукупнiсть називають ансамблем. Будь-якому ансамблю в Γ-просторi
вiдповiдає N фазових точок, а при еволюцiї системи – K траєкторiй.
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Зручно також розглядати одну систему, що складається з N части-
нок. У тривимiрному просторi кожна з частинок має три компоненти
координати i три компоненти iмпульсу. Усього будемо мати 6N змiнних.
Введемо їх наступним чином q1 = x1, q2 = x2, . . . , q3N = x3N , p1 = x3N+1,
p2 = x3N+2, . . . , p3N = x6N i тодi dqi = dxi, dpi = dx3Ni . Якщо система
знаходиться в певному мiкростанi, то вона зображується певною точкою
фазового простору. Ймовiрнiсть того, що система буде знаходитись в еле-
ментi фазового об’єму dx1dx2 . . . dx6N фазового простору має вигляд

dW (x1, x2, . . . , x6N) = w(x1, x2, . . . , x6N)dx1dx2 . . . dx6N . (3.7)

Тут w(x1, x2, . . . , x6N) – густина ймовiрностi або функцiя розподiлу си-
стеми в 6N -вимiрному фазовому просторi. При скороченому запису всю
сукупнiсть величин x1, x2, . . . , x6N позначають одним символом x, а до-
буток dx1dx2 . . . dx6N - через (dx)6N . Тодi

dW (x) = w(x)(dx)6N , (3.8)

де dW (x) – ймовiрнiсть того, що система знаходиться в елементарному
фазовому об’ємi (dx)6N . Ймовiрнiсть того, що система буде знаходитися
у деякому об’ємi фазового простору Γ буде

W (Γ) =

∫
Γ

dW (x) =

∫
Γ

w(x)(dx)6N . (3.9)

Функцiя розподiлу ймовiрностей для точок фазового простору або розпо-
дiлу мiкростанiв у фазовому просторi w(x) повинна задовiльняти умовi
нормування: ∫

Γ→∞

w(x)(dx)6N = 1. (3.10)

Фазовi траєкторiї в Γ-просторi не можуть перетинатися або дотика-
тися. Якщо так би вiдбувалося, то механiчна система, що знаходиться
у визначеному станi, могла б далi рухатись по-рiзному, що суперечить
принципу механiчної детермiнованостi (тобто однозначностi розв’язкiв
рiвнянь Гамiльтона).

Постулат рiвноймовiрностi : Всi розподiли частинок по мiкростанам
рiвноможливi, iншими словами, усi мiкростани рiвноймовiрнi.

3.2.2 µ-простiр

Пiд µ-простором вважають фазовий простiр однiєї частинки. Напри-
клад, для частинки з трьома ступенями вiльностi маємо 6-вимiрний µ-
простiр. Для iдеального газу точкових частинок в тривимiрному просторi
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маємо три координати i три спряжених iмпульси однiєї частинки. Стан
системи, що складається з однiєї частинки визначається однiєю точкою
в цьому µ-просторi. Стан газу з N частинок зображується в µ-просторi
N фазовими точками.

3.3 Теорема Лiувiлля

Оберемо в який-небудь момент часу об’єм фазового простору dΩ1; в
ньому мiститься ρ1dΩ1 систем ансамблю. Через деякий час цi системи
перейдуть в об’єм dΩ2, де густина розподiлу буде ρ2. Тодi

ρ1dΩ1 = ρ2dΩ2. (3.11)

Це нагадує процеси втiкання i витiкання рiдин в гiдродинамiцi. Аналогiя
з гiдродинамiкою дозволяє провести наступнi мiркування.

Виокремимо в такiй рiдинi нерухомий елемент у виглядi паралелепi-
педу зi сторонами dx, dy i dz. Нехай в цей об’єм простору втiкає рiдина
через межi, що знаходяться ближче до обраного початку коордiнат, i
витiкає потiм через iншi гранi. Тодi у напряму осi x в елемент втiкає
кiлькiсть рiдини за час dt, що дорiвнює ρẋidtdydz, де ρ – густина рiдини.
Через iншу паралельну грань уздовж осi x витiкає кiлькiсть рiдини за
цей же час: [

ρẋi +
∂(ρẋi)

∂xi

]
dt dydz, (3.12)

де вже враховано змiнення величин ρ i q̇i на шляху dxi
Рiзниця мiж кiлькiстю точок, що втiкають i витiкають складає ∂(ρẋi)

∂xi
i

дорiвнює змiненню кiлькостi точок усерединi обраного об’єму внаслiдок
їх руху уздовж одного напрямку xi в одиницю часу.

У фазовому просторi є 6N незалежних напрямкiв i через кожний з
них можуть втiкати i витiкати точки фазового простору. Тому повна
змiна кiлькостi точок в елементi фазового простору за одиницю часу
буде визначатися їх сумою:

∂ρ

∂t
+

6N∑
i=1

∂(ρẋi)

∂xi
= 0. (3.13)

Цей вираз для тривимiрного випадку буде добре вiдомим рiвнянням без-
перервностi

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0. (3.14)
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Запишемо рiвняння (1.11) через узагальненi координати i iмпульси:

∂ρ

∂t
+

3N∑
i=1

(
q̇i
∂ρ

∂qi
+ ṗi

∂ρ

∂pi

)
+

3N∑
i=1

ρ

(
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

)
= 0. (3.15)

Тут першi два члени складають повну похiдну вiд ρ по часу, тому запи-
шемо (3.13) як

dρ

dt
+

3N∑
i=1

ρ

(
∂q̇i
∂qi

+
∂ṗi
∂pi

)
= 0. (3.16)

Далi скористаємося тим, що ми маємо гамiльтонову систему. Коорди-
нати i iмпульси виражається через функцiю Гамiльтона. Пiдставляємо
рiвняння (3.4) в (3.14) i одержуємо

dρ

dt
= 0. (3.17)

Iншими словами, для ансамблю, що описується рiвняннями Гамiль-
тона, густина кiлькостi фазових точок не змiнюється при своєму русi
уздовж фазової траєкторiї, тобто елементи фазового об’єму перемiщую-
ться як нестислива рiдина.

Теорему Лiувiлля тодi виражаємо рiвнянням ∂ρ
∂t

= 0. Наслiдок теоре-
ми Лiувiлля: елементарний об’єм у фазовому просторi перемiщується з
плином часу, але залишається постiйним за величиною, хоча форма його
може змiнюватися, тобто

(dx)6N
0 = (dx)6N

t (3.18)

Рiвнiсть фазових об’ємiв в початковий момент часу i в будь-який iн-
ший момент часу t записуємо як∫

V0

dp0dq0 =

∫
Vt

dptdqt. (3.19)

Перетворення кратних iнтегралiв∫
Vt

dptdqt =

∫
V0

∂(p, q)

∂(p0, q0)
dp0dq0 (3.20)

вiдбувається за допомогою якобiана перетворення ∂(p,q)
∂(p0,q0)

. Користуючись
властивостями якобiанiв (Додаток A.4) знайдемо похiдну за часом

d

dt

∂(p, q)

∂(p0, q0)
=

∂(ṗ, q)

∂(p0, q0)
+

∂(p, q̇)

∂(p0, q0)
. (3.21)
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Тодi
∂(p, q̇)

∂(p0, q0)
=
∂(p, q̇)

∂(p, q)

∂(p, q)

∂(p0, q0)
=
∂q̇

∂q

∂(p, q)

∂(p0, q0)
(3.22)

∂(ṗ, q)

∂(p0, q0)
=
∂(ṗ, q)

∂(p, q)

∂(p, q)

∂(p0, q0)
=
∂ṗ

∂p

∂(p, q)

∂(p0, q0)
(3.23)

d

dt

∂(p, q)

∂(p0, q0)
=

(
∂ṗ

∂p
+
∂q̇

∂q

)
∂(p, q)

∂(p0, q0)
. (3.24)

Враховуючи рiвняння руху (3.4), з яких випливає

∂q̇

∂q
= −∂ṗ

∂p
(3.25)

або (
∂ṗ

∂p
+
∂q̇

∂q

)
= 0, (3.26)

i значить
d

dt

∂(p, q)

∂(p0, q0)
= 0. (3.27)

Тобто якобiан стала величина, яка в початковий момент часу дорiвню-
вала одиницi i значить завжди будемо мати

∂(p, q)

∂(p0, q0)
= 1, (3.28)

що також доводить теорему Лiувiлля.

3.4 Опис стану квантової системи
В нерелятивiстському наближеннi квантової механiки система опису-

ється хвильовою функцiєю ψ(q, t). Хвильова функцiя задовiльняє рiвня-
ння Шрьодiнгера

Ĥψ = i~
∂ψ

∂t
, (3.29)

де Ĥ – гамiльтонiан системи. Якщо Ĥ явно не залежить вiд часу, то си-
стема може знаходиться у стацiонарному станi. Тодi ψ(q, t) = ψ(q)e−i

ε
~ t i,

пiдставляючи в (3.27), приходимо до стацiонарного рiвняння Шрьодiн-
гера

Ĥψ = εψ, (3.30)

де ε – власне значення енергiї.
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3.5 Фазовий об’єм i кiлькiсть мiкростанiв

3.5.1 Класична система

Об’єм g фазового простору однiєї частинки, що вiльно рухається в
об’ємi V фiзичного простору i має енергiю в iнтервалi [0, ε0], дорiвнює

g =

∫
dg =

∫
dx dy dz dpxdpydpz. (3.31)

Положення частинки в просторi нiяк не пов’язане з її iмпульсом, тому
iнтегруємо по просторовим i iмпульсним змiнним незалежно:

g =

∫
V

dx dy dz

∫
dpxdpydpz = V

∫
dpxdpydpz. (3.32)

Згадаємо зв’язок мiж енергiєю i iмпульсом

ε =
p2

2m
. (3.33)

Для знаходження меж змiни проекцiй iмпульсiв врахуємо, що якщо 0 6
ε 6 ε0, то 0 6 p 6 p0, де p0 =

√
2mε0. Тому маємо:

−p0 6 px 6 p0, −p0 6 py 6 p0, −p0 6 pz 6 p0 (3.34)

У будь-який момент
p2
x + p2

y + p2
z = p2. (3.35)

Дозволенi мiкростани частинки заповнюють в пiдпросторi iмпульсiв ку-
лю радiусом p0, об’єм якої∫

dpxdpydpz =
4π

3
p3

0. (3.36)

Для фазового об’єму одержимо вираз

g =
4π

3
V (2mε0)3/2. (3.37)

Звiдки випливає, що всiм мiкростанам частинки з енергiями в iнтервалi
[ε, ε+ dε] вiдповiдає фазовий об’єм

dg =
∂g

∂ε
dε = 4πmV

√
2mεdε. (3.38)
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3.5.2 Квантова система

Вiдома з квантової механiки задача про частинку в прямокутному
ящику, на яку не дiє будь-яке поле пiсля розв’язання рiвняння Шрьодiн-
гера приводить до виразу для можливих рiвнiв енергiї цiєї частинки:

ε =
π2~2

2ma2
(n2

1 + n2
2 + n2

3), (3.39)

де a – довжина ребра ящика, n1, n2 i n3 – квантовi числа, що визначають
енергiю i стан частинки. При великих значеннях квантових чисел вираз
(3.37) можна розглядати як неперервну функцiю вiд n1, n2 i n3. Визна-
чимо кiлькiсть квантових станiв частинки в iнтервалi [ε, ε+ dε]. введемо
величину n2

0 = n2
1 + n2

2 + n2
3. Тодi

n0 =

(
2ma2ε0

π2~2

)1/2

. (3.40)

Кожнiй точцi з цiлими значеннями n1, n2 i n3 вiдповiдає один стан.
(1 6 ni 6 n0, i = 1, 2, 3). Тобто такi точки знаходяться лише у першому
октантi у межах сфери радiуса n0. Кiлькiсть цих точок при достатньо
великому значеннi n0 буде дуже близькою до величини об’єму частини
кулi, що знаходиться в першому октантi. Звiдси, кiлькiсть станiв дорiв-
нює

ζ =
1

8
· 4

3
πn3

0 =
V (2mε0)3/2

6π2~3
; V = a3. (3.41)

Для фазового об’єму одержимо

dζ =
∂ζ

∂ε
dε =

mV

2π2~3

√
2mεdε = 4π

mV

h3

√
2mεdε. (3.42)

Тобто класичний i квантовий об’єми пов’язанi спiввiдношенням

dζ =
dg

(2π~)3
=
dg

h3
. (3.43)

3.5.3 Кiлькiсть квантових станiв

Формулу (3.41) легко узагальнити для систем, що мають f ступенiв
вiльностi. Кiлькiсть квантових станiв dΩ, що вiдповiдає елементу об’є-
му фазового простору dΓ, визначається у квазiкласичному наближеннi
спiввiдношенням

dΩ =
dΓ

(2π~)f
, (3.44)
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де
dΓ = dq1dq2 . . . dqfdp1dp2 . . . dpf . (3.45)

Для макроскопiчних систем ∆Γ ≈ (2π~)f = hf . Для поступального
руху одноатомного газу

dΩ =
dΓ

(2π~)3N
=

dΓ

h3N
(3.46)

i
Ω =

Γ

h3N
. (3.47)

Множником N ! врахуємо тотожнiсть частинок, яка зменшує кiлькiсть
станiв. Тодi Ω = Γ

h3NN !
. З врахуванням спiнових станiв Ω = Γ

h3NN !
(2s+ 1).

Для фермiонiв зi спiном s = 1
2
маємо Ω = 2Γ

h3NN !
.
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Роздiл 4

Статистичнi розподiли

4.1 Мiкроканонiчний розподiл

Стан системи зображується точкою у фазовому просторi. З часом вiн
описує деяку фазову траєкторiю. Якщо уявити, що цей рух вiдбуває-
ться з постiйною енергiєю, як це вiдбувається в iзольованих системах в
термодинамiцi, то фазова траєкторiя належить вiдповiднiй гiперповерх-
нi визначеної енергiї у фазовому просторi. Таким чином, розподiл має
вигляд δ-функцiї.

Знайдемо вигляд функцiї w(x) iзольованої системи. Енергiя системи
дорiвнює її середнiй енергiї, тобто

E = H̄ = Ē(T ). (4.1)

Але будь-яка середня величина

F̄ =

∫
Γ

F (x)w(x)(dx)6N = f(Ē) (4.2)

також повинна бути функцiєю енергiї або температури. Тому функцiя
розподiлу w(x) може бути вибрана у виглядi w(H(x)), де через x познаенi
усi 6N змiнних.

У якостi функцiї, що задовiльняє умовi постiйностi енергiї iзольованої
системи беремо δ-функцiю. Запишемо її наступним чином

w(x) = δ(E(x)− E0). (4.3)

Тобто система може мати лише такi мiкростани x, щоб її механiчна енер-
гiя E дорiвнювала постiйнiй E0. Всi цi стани займають деякий об’єм

35
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Γ0(E) у фазовому просторi, який входить в умову нормування цiєї фун-
кцiї розподiлу. Тому цей розподiл записується як

w(x) =
δ(E(x)− E0)

Γ0(E)
. (4.4)

Знайдена функцiя розподiлу задовiльняє вимогу E = E0. Дiйсно,

Ē =

∫
Γ

E(x)w(x)(dx)6N =

∫
Γ0(E)

E(x)
δ(E(x)− E0)

Γ0(E)
(dx)6N = E0. (4.5)

Будь-яка середня величина для прийнятого розподiлу (4.3) буде визна-
чатися спiввiдношенням:

F̄ =

∫
Γ0

F (x)w(x)(dx)6N = F (E0). (4.6)

Знайдена функцiя розподiлу для iзольованої системи називається мiкро-
канончним розподiлом.

Якщо енергiя лише приблизно постiйна (реальнi фiзичнi системи iзо-
льованi лише приблизно) i лежить в деякому iнтервалi, то розподiл на-
буває вигляду

ρ =

{
const, якщо E0 6 E 6 E0 + δE

0, в iнших випадках
(4.7)

Так як dw = ρdqdp = ρdΓ, то маємо w =
∫
ρdΓ = ρ

∫
dΓ = ρ∆Γ. Тобто

ймовiрнiсть знайти систему в деякому об’ємi фазового простору пропор-
цiйна величинi цього об’єму, що вiдповiдає цьому iнтервалу енергiй.

4.1.1 Статистична ентропiя

Розглянемо функцiю об’єму фазового простору ∆Γ

σ ≡ ln ∆Γ,

яку будемо називати статистичною ентропiєю. Такий вигляд функцiї за-
безпечує адитивнiсть цiєї величини. Об’єм фазового простору зазвичай
дуже великий для систем, що включають багато частинок, тому величи-
на, що оперує порядком фазового об’єму бiльш зручна. Системи великої
кiлькостi частинок характеризуються декiлькома макроскопiчними па-
раметрами, тому є сенс говорити про мiкростани, що вiдповiдають цим
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величинам. Велика кiлькiсть мiкростанiв з точки зору макроопису систе-
ми можуть не вiдрiзнятися один вiд одного. Одному макростану може
вiдповiдано дуже багато мiкростанiв.

Також, вимоги розмiрностi бiльш доречно задовiльнити або додава-
нням вiдповiдної константи, або безпосередньо пiд знаком логарифму
шукати спiввiдношення однорозмiрних величин, наприклад, вiдношення
до якого-небудь визначеного об’єму. З принципу невизначенностi (1.46)
∆Γ = (∆q∆p)f > hf . Введемо W = ∆Γ

hf
i запишемо вираз для ентропiї

S ≡ ln
∆Γ

hf
= lnW (4.8)

Статистична ентропiя σ, що залежить вiд об’єму фазового простору,
таким чином може залежити вiд будь-яких термодинамiчних величин,
що впливають або пов’язанi з ∆Γ. У першу чергу, враховуючи як по-
будовано фазовий простiр, треба враховувати залежнiсть вiд енергiї. З
серед iнших величин, що також впливають на ∆Γ далi розглядаємо ли-
ше об’єм i кiлькiсть частинок, що теж безпосередньо мають вiдношення
до будови фазового простору, а також допоможуть встановити зв’язок
даної теоретичної конструкцiї з термодинамiкою:

σ = σ(E, V,N) (4.9)

Запишемо (як в термодинамiцi) для цiєї величини форму Пфаффа

dσ =

(
∂σ

∂E

)
V,N

dE +

(
∂σ

∂V

)
E,N

dV +

(
∂σ

∂N

)
E,V

dN (4.10)

Величина σ статистично вiдповiдає кiлькостi загалом можливих мi-
кростанiв в данiй системi. Це дуже велике, але обмежене число. Кожно-
му макростану вiдповiдає деяка кiлькiсть мiкростанiв, що приводять до
певних значень макропараметрiв. Шукаємо макростан, якому вiдповiдає
найбiльша кiлькiсть мiкростанiв. Ця величина обмежена, тому що за-
гальна кiлькiсть мiкростанiв системи обмежена, а вона є лише її части-
ною. Оскiльки такий макростан iснує, то його iснування визначає екс-
тремальнi (максимум) властивостi статистичної ентропiї

dσ = 0 (4.11)

Зрозумiло, що такому мiкростану вiдповiдає найбiльша величина ∆Γ.
Статистична ентропiя – екстенсивна величина. Загалом статистична ен-
тропiя складається з суми статистичних ентропiй усiх макростанiв. Для
простоти розгляду далi подiляємо замкнену систему лише на двi части-
ни.
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4.1.2 Термiчна рiвновага

Статистична ентропiя замкненої системи, що складається з двох пiд-
систем, якi можуть обмiнюватися лише внутрiшнiми енергiями, є

σ = σ1(E1) + σ2(E2). (4.12)

Тодi dσ = dσ1 +dσ2 При досягненi екстремума (максимума) цыєї величи-
ни dσ = 0 i dσ1 = −dσ2. Якщо об’єм i кiлькiсть частинок не змiнюються
dV1 = dV2 = 0, dN1 = dN2 = 0, то

dσ1 =

(
∂σ1

∂E1

)
V,N

dE1 dσ2 =

(
∂σ2

∂E2

)
V,N

dE2 (4.13)

i маємо (
∂σ1

∂E1

)
V,N

dE1 +

(
∂σ2

∂E2

)
V,N

dE2 = 0 (4.14)

Так як загальна енергiя системи, що iзольована, E = E1+E2 зберiгається,
то dE1 + dE2 = 0. Пiдставимо в (4.14)[(

∂σ1

∂E1

)
V,N

−
(
∂σ2

∂E2

)
V,N

]
dE1 = 0 (4.15)

тобто (
∂σ1

∂E1

)
V,N

=

(
∂σ2

∂E2

)
V,N

(4.16)

Введемо позначення (
∂σ

∂E

)
V,N

=
1

θ
(4.17)

Часто вводять також позначення 1
θ

= β. З рiвностi (4.16) випливає,
що при досягненнi максимуму статистичної ентропiї

1

θ1

− 1

θ2

= 0, (4.18)

що приводить до θ1 = θ2.
Цю величину можна пов’язувати з температурою. Наприклад, якщо

θ2 > θ1, тодi (
1

θ1

− 1

θ2

)
dE1 > 0. (4.19)

Так як в цьому випадку 1
θ1
− 1

θ2
> 0, то повинно бути dE1 > 0, а тому

dE2 < 0, тобто вiдбувається обмiн енергiєю мiж пiдсистемами (перехiд
тепла вiд пiдсистеми 2 до пiдсистеми 1) з рiзними температурами.
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4.1.3 Механiчна рiвновага

Припустимо, що не змiнюється лише кiлькiсть частинок в пiдсисте-
мах dN1 = dN2 = 0. Тодi форма Пфаффа для статистичної ентропiї
приводить до величини її змiнення

dσ =

(
∂σ1

∂V1

)
E,N

dV1 +

(
∂σ2

∂V2

)
E,N

dV2 +

(
∂σ1

∂E1

)
V,N

dE1 +

(
∂σ2

∂E2

)
V,N

dE2

(4.20)
Якщо в системi встановилася теплова рiвновага, то два останнiх до-

данки компенсують один одного i маємо(
∂σ1

∂V1

)
E,N

dV1 +

(
∂σ2

∂V2

)
E,N,

dV2 = 0 (4.21)

Так як V = V1 + V2 i dV1 + dV2 = 0, то[(
∂σ1

∂V1

)
E,N

−
(
∂σ2

∂V2

)
E,N

]
dV1 = 0 (4.22)

Введемо позначення (
∂σ

∂V

)
E,N

=
π

θ
(4.23)

i будемо вважати π статистичним тиском. Для пiдсистем, що знаходя-
ться в термiчнiй рiвновазi θ1 = θ2 = θ тодi одержимо умову механiчної
рiвноваги 1

θ
(π1 − π2) dV1 = 0, або π1 = π2. Припустимо, що π1 > π2. Тодi

1

θ
(π1 − π2)dV1 > 0. (4.24)

Тобто dV1 > 0. Значить, об’єм пiдсистеми з бiльшим π буде i далi збiль-
шуватись.

4.1.4 Хiмiчна рiвновага

Розглянемо систему при умовi обмiном частинками мiж пiдсистема-
ми. Загальна кiлькiсть частинок незмiнна N1 + N2 = N . Тодi при умовi
максимальної статистичної ентропiї маємо(

∂σ1

∂N1

)
E,V

+

(
∂σ2

∂N2

)
E,V

dN2 = 0 (4.25)
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i з dN1 + dN2 = 0 одержуємо[(
∂σ1

∂N1

)
E,V

−
(
∂σ2

∂N2

)
E,V

]
dN1 = 0 (4.26)

Введемо позначення для величини(
∂σ

∂N

)
E,V

= −M
θ
, (4.27)

M - статистичний хiмiчний потенцiал. З рiвняння (4.26) одержуємо

−M1

θ1

+
M2

θ2

= 0 (4.28)

При термiчнiй рiвновазi θ1 = θ2 = θ приходимо до умовиM1 = M2.
Якщо будемо мати, наприклад, M2 > M1, то з (4.26) витiкає 1

θ
(M2 −

M1) dN1 > 0 i тому dN1 > 0. Тобто частинки будуть перетiкати з системи
2 в систему 1.

В результатi одержано умови

θ1 = θ2, (4.29)
π1 = π2, (4.30)

M1 =M2, (4.31)

що вiдповiдають в термодинамiцi термiчнiй, механiчнiй i хiмiчнiй рiвно-
вагам i разом визначають термодинамiчну рiвновагу.

4.1.5 Вiдповiднiсть статистичних i термодинамiчних
величин

Форма Пфаффа в статистичному представленнi

dσ =
1

θ
dE +

π

θ
dV − 1

θ
MdN (4.32)

Нехай dN = 0, тодi
dE = θdσ − πdV, (4.33)

що нагадує об’єднану форму першого i другого начал термодинамiки,
якщо вважати E = U , де U - внутрiшня енергiя, а π = p, тобто стати-
стичний тиск спiвпадає з термодинамiчним тиском. Але не можна ото-
тожнювати статистичну ентропiю з термодинамiчною. Бачимо лише, що
θdσ = TdS.
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Об’єм фазового простору

∆Γ =

∫
dx1dy1dz1 . . . dxNdyNdzN

∫
dpx1dpy1dpz1 . . . dpxNdpyNdpzN (4.34)

Iнтегрування за звичайними координатами, що характеризують мiсце
знаходження молекули, приводить до об’єму системи для кожної з N
частинок.

∆Γ = V N∆Γ(p) (4.35)

∆Γ(p) – фазовий об’єм в просторi iмпульсiв. ∆Γ(p) є функцiєю iмпульсiв i
тим самим кiнетичної енергiї. Калоричне рiвняння стану iдеального газу
стверджує, що його енергiя не залежить вiд об’єму.

σ = N lnV + ln ∆Γ(p) (4.36)

З рiвняння (4.36) маємо (
∂σ

∂V

)
E,N

=
N

V
, (4.37)

а з визначення статистичного тиску(
∂σ

∂V

)
E,N

=
p

θ
, (4.38)

Об’єднуючи цi двi рiвностi
pV = Nθ. (4.39)

Термiчне рiвняння стану iдеального газу pV = NkT . Порiвнюємо i при-
ходимо до

θ = kT, (4.40)

а значить
kdσ = dS (4.41)

або
σ =

S

k
. (4.42)

З рiвнянь (4.27), (4.40) i (4.42) одержуємо

M = −θ
(
∂σ

∂N

)
E,V

= −T
(
∂S

∂N

)
E,V

, (4.43)
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де n – число молiв речовини, а N – число молекул. Так як n = N/NA, де
NA – число Авогадро, то dn/dN = 1/NA i

M = −T
(
∂S

∂n

)
E,V

dn

dN
= µ

dn

dN
=

µ

NA

(4.44)

Тобто статистичний хiмiчний потенцiал – це термодинамiчний хiмiчний
потенцiал, що розрахований не на один моль, а на одну молекулу. Iно-
дi зручно термодинамiчний хiмiчний потенцiал теж вiдносити до однiєї
молекули.

4.1.6 Термодинамiчна ймовiрнiсть

Термодинамiчна ймовiрнiсть макроскопiчного стану дорiвнює кiлько-
стi мiкростанiв системи, за допомогою яких даний макростан здiйснює-
ться.

WT = Ω. (4.45)

Кiлькiсть мiкростанiв називається ще статистичною вагою макростану.
Цю величину зазвичай не нормують на одиницю, iз-за її дуже великого
значення.

Припущення рiвноймовiрностi всiх мiкростанiв довiльної iзольованої
системи має наслiдком твердження: ймовiрнiсть здiйснення макростану
системи пропорцiйна кiлькостi мiкростанiв, якi сумiснi з ним:

W ∼ Ω. (4.46)

Ймовiрнiсть даного мiкростану всiй системи дорiвнює добутку ймо-
вiрностей для мiкростанiв пiдсистем. Так як вважаємо усi такi добутки
рiвними, то це означає рiвну ймовiрнiсть всiх мiкростанiв системи. Звiдси
витiкає, що в хаотичнiй змiнi мiкростанiв є закономiрнiсть: система буде
довше знаходитись в тих макроскопiчних станах, якi забезпечиваються
бiльшою кiлькiстю мiкростанiв. Тому вiдношення термодинамiчних iмо-
вiрностей макростанiв несуть iнформацiю про iмовiрностi їх реалiзацiї.

Можна узагальнити цi мiркування на неперервнi стани. Кiлькiсть
квантових станiв для деякого iнтервалу змiни неперервних класичних
параметрiв є

∆WT = ∆Ω =
∆Γ

(2π~)f
. (4.47)
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4.1.7 Статистичний змiст ентропiї

Саме термодинамiчну ймовiрнiсть з формули (4.8) має сенс викори-
стовувати при обчисленнi ентропiї

S = k lnWT . (4.48)

При переходi до неперервного спектру величин необхiдно говорити про
iнтервал станiв системи. Ентропiя для станiв з енергiями в полосi шири-
ною ∆E визначаються формулою

S∆E = k ln ∆WT = k ln
∆Ω

dE
∆E, (4.49)

де Ω(E) – кiлькiсть станiв при всiх енергiях вiд 0 до E. Якщо врахувати
об’єм комiрки у фазовому просторi, що приходиться на один квантовий
стан, то маємо

Ω(E) =
Γ(E)

(2π~)f
(4.50)

i
S∆E = k ln

dΓ

dE

∆E

(2π~)f
. (4.51)

В класичнiй статистицi для заданої енергiї системи вважають:

Sclass = k ln
dΓ

dE
+ const. (4.52)

Як зазначалося в п.1.4.4 ентропiя Sclass завжди визначається з точнiстю
до адитивної постiйної.

4.2 Канонiчний розподiл

4.2.1 Виведення формули канонiчного розподiлу

Знайдемо функцiю розподiлу w(x) для iзотермiчної системи, що зна-
ходиться у термостатi. При цьому будемо розглядати цю iзотермiчну си-
стему як деяку частину ще бiльшої системи, яку називають термостатом.

Розiб’ємо частину системи, що розглядається на двi пiдсистеми x1 i
x2. Вважаємо, що функцiї розподiлу w(x) для першої i другої пiдсистем
залежать вiд повної енергiї пiдсистеми H(x, a), тобто

w(x1) = ϕ(H1(x1, a1)), w(x2) = ϕ(H2(x2, a2)). (4.53)
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Повну енергiю представимо як суму повних енергiй обох пiдсистем i енер-
гiї взаємодiї мiж ними:

H(x, a) = H1(x1, a1) +H2(x2, a2) + U12. (4.54)

При цьому енергiя взаємодiї обраних пiдсистем U12 може бути зроблена
малою величиною в порiвняннi з H1 i H2, якщо самi пiдсистеми обрати
достатньо великими (внутрiшня енергiя пiдсистем пропорцiйна їх об’єму,
а енергiя взаємодiї – їх поверхнi). Тодi маємо H = H1 +H2. Використає-
мо теорему про добуток ймовiрностей для незалежних пiдсистем x1 i x2,
одержимо вираз ϕ(H1 +H2) = ϕ(H1)ϕ(H2), яке спочатку прологарифму-
ємо

lnϕ(H1 +H2) = lnϕ(H1) + lnϕ(H2), (4.55)

потiм вiзьмемо диференцiали вiд лiвої i правої частин:

d lnϕ(H1 +H2) = d lnϕ(H1) + d lnϕ(H2), (4.56)

або

[lnϕ(H1 +H2)]′ (dH1 + dH2) = [lnϕ(H1)]′ dH1 + [lnϕ(H2)]′ dH2. (4.57)

Важаючи, що dH1 i dH2 можуть незалежно обертатися в нуль, знайдемо

[lnϕ(H1 +H2)]′ = [lnϕ(H1)]′ = [lnϕ(H2)]′ = α, (4.58)

де α = const, так як похiднi однiєї i той же самої функцiї при рiзних ар-
гументах можуть бути рiвними лише тодi, коли вони будуть постiйними.

Iнтегруємо рiвнiсть (4.58):

lnϕ(H) = αH + β, (4.59)

де β – стала iнтегрування. Звiдси маємо

w(x) = eαH(x,a)+β. (4.60)

Постiйна α вiд’ємна з фiзичних умов при нормуваннi. Вводимо за-
мiсть постiйних α i β новi постiйнi θ i ψ

β =
ψ

θ
, α = −1

θ
, (4.61)

i запишемо функцiю розподiлу у виглядi

w(x) = e
ψ−H(x,a)

θ , (4.62)



4.2. КАНОНIЧНИЙ РОЗПОДIЛ 45

що i буде канонiчним розподiлом.
Параметр θ називається модулем канонiчного розподiлу. Постiйна ψ

визначається з умови нормування функцiї розподiлу:∫
Γ

w(x) (dx)6N = 1. (4.63)

В квантовому випадку треба врахувати тотожнiсть частинок, тому
треба виключити всi точки фазового простору, що вiдповiдають рiзним
перестановкам частинок. Так як в системi з N частинок можливо N ! пе-
рестановок, то фазовий простiр системи тотожнiх частинок треба змен-
шити в N ! раз. Тодi запишемо канонiчний розподiл Гiббса для точкових
безструктурних частинок як

w(x) =
1

N !
e
ψ−H
θ . (4.64)

4.2.2 Виведення канонiчного розподiлу
з мiкроканонiчного розподiлу
для бiльшої системи

Знайдемо функцiю статистичного розподiлу для системи в термоста-
тi. Термостатом вважаємо систему великого розмiру в порiвняннi з си-
стемою, що дослiджується.

Розглянемо ряд станiв, в яких система має енергiю ε, а термостат –
(E−ε). Якщо Ω(ε) – кiлькiсть станiв системи, ΩT (E−ε) – термостату, то
кiлькiсть станiв усiєї, тобто загальної системи "термостат – дослiджувана
система" без урахування внеску поверхнi роздiлу буде

Ωs(ε, E − ε) = Ω(ε)ΩT (E − ε). (4.65)

Згiдно з мiкроканонiчним розподiлом статистична вага реалiзацiї станiв,
при яких енергiя системи дорiвнює ε, а термостата – (E−ε), пропорцiйна
Ωs(ε, E − ε). Отже, ймовiрнiсть виявити систему в станi з енергiєю ε,
згiдно (4.46), дорiвнює

W (ε) = const·Ω(ε)ΩT (E − ε). (4.66)

Пронормуємо цiй розподiл. Сума за усiма станами буде
∑
ε

Ωs(ε, E−ε), що

дає кiлькiсть всiх станiв загальної системи. Тому нормування на одиницю
розподiлу (4.66) має вигляд

W (ε) =
Ω(ε)ΩT (E − ε)∑
ε

Ω(ε)ΩT (E − ε)
. (4.67)
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Але це спiввiдношення включає як розрахунок станiв системi, так i станiв
термостату, який нас не цiкавить. Усунемо внесок термостату. Предста-
вимо зазвичай дуже велику величину ΩT через експоненту:

ΩT = eσ. (4.68)

Припустимо, що енергiя системи значно менше за енергiю термостату.
Це дозволяє розвинути допомiжну функцiю σ(E−ε) в ряд Тейлора. При
всiх станах загальної системи має мiсце нерiвнiсть ε 6 E. Обмежуючись
лiнiйним членом:

σ(E − ε) = σ(E)− ∂σ

∂E
ε (4.69)

одержимо
ΩT ≈ eσ(E)e−

ε
θ , (4.70)

де
1

θ
=
∂σ

∂E
. (4.71)

Пiдставивши (4.70) в (4.67), приходимо до бiльш зручної формули:

W (ε) =
Ω(ε)e−

ε
θ∑

ε

Ω(ε)e−
ε
θ

=
1

Z
Ω(ε)e−

ε
θ . (4.72)

де
Z =

∑
ε

Ω(ε)e−
ε
θ (4.73)

– нормувальний множник, що називається статистичною сумою.

4.2.3 Виведення канонiчного розподiлу
з принципу максимуму ентропiї

Розглянемо стан системи, яка характеризується максимальною тер-
модинамiчною ймовiрнiстю. Тодi

lnWmax =
Smax
k

= const. (4.74)

Роздiлимо систему на N пiдсистем. Енергiя загальної системи, нехтуючи
поверхневими ефектами, дорiвнює:

E =
N∑
k=1

Ek, (4.75)
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тобто є сумою енергiй окремих пiдсистем. Середню енергiю по системи
запишемо як середньозважену:

Ē =
N∑
k=1

wkEk. (4.76)

де wk – ймовiрнiсть стану знаходження в Nk-тiй пiдсистемi, тобто

wk =
Nk

N
,

N∑
k=1

wk = 1. (4.77)

Згiдно з умовами
N = const,

Ē = const,

lnWT = const.

 (4.78)

вважаємо середню енергiю ансамблю постiйною. З умов (4.78) витiкають
варiацiї введених величин:

δN = 0,

δĒ = 0,

δ lnWT = 0.

 (4.79)

З умови нормування
N∑
k=1

δwk = 0. (4.80)

Для варiацiї середньої енергiї маємо

δĒ =
N∑
k=1

Ekδwk = 0. (4.81)

Запишемо у виразi для термодинамiчної ймовiрностi кiлькiсь мiкроста-
нiв, що реалiзують даний макростан, тобто число рiзних перестановок
по комiркам з N частинок:

WT =
N !

N1!N2! . . .
. (4.82)

Скористаємся формулою Стiрлiнга ln x! ∼= x lnx− x i прологарифмуємо
вираз (4.82):

lnWT = N lnN −
N∑
k=1

Nk lnNk. (4.83)
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З формули для ймовiрностi (4.77) маємо Nk = Nwk. За допомогою чого
перетворюємо (4.83):

lnWT = N lnN −
N∑
k=1

wkN ln(wkN) =

= N lnN −N lnN
N∑
k=1

wk −N
N∑
k=1

wk lnwk, (4.84)

або

lnWT = −N
N∑
k=1

wk lnwk, (4.85)

так як
N∑
k=1

wk = 1 з умови нормування (4.77). Варiюючи цей вираз i

враховуючи, що δN = 0, знаходимо

δ lnWT = −N
N∑
k=1

lnwkδwk −N
N∑
k=1

δwk = −N
N∑
k=1

lnwkδwk = 0. (4.86)

Остаточно маємо наступнi варiацiї:

N∑
k=1

δwk = 0,

N∑
k=1

Ekδwk = 0,

δ lnWT =
N∑
k=1

lnwkδwk = 0.


(4.87)

Застосуємо метод невизначених множникiв Лагранжа. Формально вво-
димо три множника λ, µ i χ, але користуючись довiльнiстю вибору, один
з них зафiксуємо при χ = 1. Множимо рiвностi (4.87) на цi множники i
складаємо. Тодi

λ

N∑
k=1

δwk + µ

N∑
k=1

Ekδwk +
N∑
k=1

lnwkδwk =

=
N∑
k=1

(λ+ µEk + lnwk)δwk = 0. (4.88)
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Звiдси витiкає:
lnwk + µEk + λ = 0 (4.89)

або
lnwk = −λ− µEk. (4.90)

Отже,
Wk = eλ+µEk . (4.91)

Введемо змiннi

λ = −ψ
θ
, µ =

1

θ
. (4.92)

Тодi остаточно знаходимо:

wk = e
ψ−Ek
θ . (4.93)

Короткий запис

Якщо система може знаходитися в будь-якому з N станiв, то ймо-
вiрнiсть того. що система знаходиться в i-му станi позначимо через pi.

При цьому умова нормування має вигляд
N∑
i=1

pi = 1. Нас цiкавить макси-

мум ентропiї S = −k
∑
i

pi ln pi при цiй умовi. Тодi нам потрiбно знайти
максимум виразу

f = −k
∑
i

(pi ln pi − αpi) (4.94)

за усiма pi, де α – невизначений множник. Звiдси знаходимо умову

∂f

∂pj
= −k(ln pj + 1− α) = 0. (4.95)

Отже, ln pj = 1− α для всiх j. Тому всi pj дорiвнюють один одному.
Якщо шукати максимальну ентропiю для системи в якiй середнє зна-

чення деякої величини, наприклад енергiї задано. Це додає до попере-

днього розгляду доданок пов’язаний з середньою енергiєю Ē =
N∑
i=1

piEi.

Замiсть (4.94) максимiзуємо вираз

f = −k
∑
i

(pi ln pi − αpi + βpiEi), (4.96)

де β – ще один невизначений множник. Маємо

∂f

∂pj
= −k(ln pj + 1− α + βEj) = 0. (4.97)
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Звiдси знаходимо
ln pj + 1− α + βEj = 0 (4.98)

i далi
pj = eα−1e−βEj . (4.99)

Тодi результат можемо записати у виглядi

pj =
1

Σ
e−βEj , (4.100)

де статистична сума:
Σ =

∑
j

e−βEj . (4.101)

4.2.4 Термодинамiчний змiст параметрiв
канонiчного розподiлу

Модуль канонiчного розподiлу θ
має сенс абсолютної температури

1. Приведемо в контакт двi iзотермiчнi системи, функцiї розподiлу
ймовiрностi яких мають вигляд

W1(ε) =
1

Z1(θ1)
e
− ε
θ1 Ω1(ε), W2(ε) =

1

Z2(θ2)
e
− ε
θ2 Ω2. (4.102)

Нехай якась пiдсистема iз системи 1 взаємодiє з деякою пiдсистемою iз
системи 2. Пiдсистеми, що знаходяться в контактi створюють одну об’єд-
нану пiдсистему. Якщо ця пiдсистема виявляється в станi статистичної
рiвноваги, то розподiл iмовiрностей для її станiв буде канонiчним i тодi
для нього запишемо вираз

W (ε) =
1

Z(θ)
e−

ε
θΩ(ε). (4.103)

Цей розподiл iмовiрностей можемо знайти також iншим шляхом. Якщо
пiдсистеми, якi розглянутi вище, систем 1 i 2 слабо взаємоiють мiж со-
бою, то вони є квазiнезалежнi. Тодi ймовiрнiсть того, що одна з них має
енергiю ε1, а iнша – ε2, запишеться у виглядi:

W (ε1, ε2) =
1

Z1(θ1)Z2(θ2)
e
− ε1
θ1 e
− ε2
θ2 Ω1(ε1)Ω2(ε2). (4.104)

Знайдемо ймовiрнiсть того, що енергiя об’єднаної пiдсистеми дорiвнює
ε:

W (ε) =
∑
ε1

W (ε1, ε− ε1) =
∑
ε1

1

Z1(θ1)Z2(θ2)
e
− ε1
θ1 e
− ε−ε1

θ2 Ω1(ε1)Ω2(ε− ε1) =
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=
1

Z1(θ1)Z2(θ2)
e
− ε
θ2

∑
ε1

e
ε1
(

1
θ2
− 1
θ1

)
Ω1(ε1)Ω2(ε− ε1). (4.105)

Для того, щоб розподiли (4.103) i (4.105) тотожньо спiвпадали, необхiдно
виконання рiвностi θ1 = θ2 = θ. Дiйсно, за цiєй умови вираз (7.105)
переходить в (7.103), оскiльки∑

ε1

e
ε1
(

1
θ2
− 1
θ1

)
Ω1(ε1)Ω2(ε− ε1) =

∑
ε1

Ω1(ε1)Ω2(ε− ε1) = Ω(ε) (4.106)

i

Z1(θ1)Z2(θ2) = Z1(θ)Z2(θ) =
∑
ε1

Ω1(ε1)e−
ε1
θ

∑
ε2

Ω2(ε2)e−
ε2
θ =

=
∑
ε1

∑
ε2

e−
ε1+ε2
θ Ω1(ε1)Ω2(ε2) =

∑
ε

∑
ε1

e−
ε
θΩ1(ε1)Ω2(ε− ε1) =

=
∑
ε

e−
ε
θ

∑
ε1

Ω1(ε1)Ω2(ε− ε1) =
∑
ε

e−
ε
θΩ(ε) = Z(θ). (4.107)

Якщо ж θ1 6= θ2, то вираз (7.103) не спiвпадає з (7.105), i рiвновага в
об’єднанiй пiдсистемi вiдсутня.

Тобто, якщо привести в контакт двi рiвноважнi системи при θ1 = θ2,
то одержимо також рiвноважну об’єднану систему. Iнакше (при θ1 6= θ2)
вона виявиться нерiвноважною, тобто у випадку систем з рiзними мо-
дулями при тепловому контактi мiж ними почнеться обмiн енергiєю i
створена система не буде знаходитись у рiвновазi. Звiдси робимо висно-
вок, що модуль канонiчного розподiлу θ має властивостi термодинамiчної
температури.

2. Звернемось до першого началу термодинамiки (2.8) i спробуємо
показати, що вираз

δQ

θ
=
dU +

∑
Akdak

θ
(4.108)

буде повним диференцiалом деякої функцiї. Скористаємось двома фор-
мулами, якi будуть одержанi далi (в п. 5.1.4):

U = ψ − θ
(
∂ψ

∂θ

)
a

, (4.109)

(
∂H

∂ak

)
θ

= −Āk =

(
∂ψ

∂ak

)
θ

(4.110)

Перепишемо (4.103) у виглядi

δQ

θ
=
d
(
ψ − θ ∂ψ

∂θ

)
−
∑ ∂ψ

∂ak
dak

θ
. (4.111)
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Диференцiюємо i одержуємо

δQ

θ
=

∂ψ
∂θ
dθ +

∑ ∂ψ
∂ak

dak − ∂ψ
∂θ
dθ − θd

(
∂ψ
∂θ

)
−
∑ ∂ψ

∂ak
dak

θ
=

= d

(
−∂ψ
∂θ

)
. (4.112)

Тобто множник 1
θ
дiйсно є iнтегруючим для прирiсту кiлькостi те-

плоти системи δQ. Це означає, що модуль канонiчного розподiлу θ має
основнi властивостi абсолютної температури.

Параметр канонiчного розподiлу ψ
має змiст вiльної енергiї

Знов звернемося до спiввiдношення (4.105). Врахуємо, що θ = kT i
a = V . Тодi

U = ψ − T
(
∂ψ

∂T

)
V

, (4.113)

що називається рiвнянням Гiббса – Гельмгольца. Зв’язок параметра ψ з
вiльною енергiєю помiтний також з виразу еквiвалентному TdS:

δQ = θd

(
−
(
∂ψ

∂θ

))
V

= Td

(
−∂ψ
∂T

)
V

. (4.114)

Звiдки з точнiстю до постiйної

−
(
∂ψ

∂T

)
V

= S. (4.115)

Множимо цю рiвнiсть на T :

−T
(
∂ψ

∂T

)
V

= −θ
(
∂ψ

∂θ

)
a

= TS. (4.116)

Порiвнюємо з (4.109):
ψ = U − TS, (4.117)

або
ψ = H̄ − TS, (4.118)

тобто має вигляд термодинамiчного потенцiалу вiльної енергiї.
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4.3 Великий канонiчний розподiл

4.3.1 Квазiзамкнена система

Може статися, що система може не лише обмiнюватись енергiєю з тер-
мостатом. Деякi частинки можуть переходити вiд системи до термостату
i навпаки. Тобто треба розглянути систему в якiй змiнюється кiлькiсть
частинок. Тодi корисно ввести поняття резервуару частинок, за який бу-
демо вважати систему, що пiдтримує сталий хiмiчний потенцiал.

Для систем зi змiнною кiлькiстю частинок згадаємо, що хiмiчний по-
тенцiал µ виражається через вiльну енергiю наступним чином:

µ =

(
∂ψ

∂N

)
V,T

. (4.119)

Тодi можемо записати ψ = µN+Ω(µ, V, T ), де Ω – новий термодинамiчний
потенцiал.

4.3.2 Опис великого канонiчного розподiлу
з канонiчного розподiлу

Для системи з будь-яким фiксованим числом тотожнiх частинок N
дiйсний канонiчний розподiл Гiббса у 6N -вимiрному фазовому просторi.
Запишемо цей розподiл:

dW (x) =
1

N !
e
ψ−H
kT (dx)6N =

1

N !
e

Ω+µN−H
kT (dx)6N . (4.120)

Для системи з iншим фiксованим числом частинок N1 канонiчний роз-
подiл

dW1(x) =
1

N1!
e

Ω+µN1−H
kT (dx)6N1 (4.121)

буде вже у 6N1-вимiрному фазовому просторi. Таких систем з фiксова-
ним числом частинок може бути нескiнченно багато, так як в системi зi
змiнною кiлькiстю частинок N може змiнюватись вiд нуля i практично
до нескiнченностi.

Системи зi змiнною кiлькiстю частинок називають вiдкритими си-
стемами, на вiдмiну вiд закритих систем, кiлькiсть частинок в яких не
змiнюється. Узагальнення канонiчного розподiлу на випадок откритих
систем приводит до великого канонiчного розподiлу. Функцiя

w(N) =
1

N !
e

Ω+µN−H
kT (4.122)
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визначає такий розподiл для системи зi змiнною кiлькiстю частинок,
який називається великим канонiчним розподiлом Гiббса. Величина Ω(V, T, µ)
називається великим термодинамiчним потенцiалом, який визначається
з умови нормування:

∞∑
N=0

1

N !

∫
Γ

e
Ω+µN−H

kT (dx)6N = 1. (4.123)

Середнє значення будь-якої величини F (N, x) для системи зi змiнним
числом частинок можно визначити як

F̄ =
∞∑
N=0

1

N !

∫
Γ

F (N, x)e
Ω+µN−H

kT (dx)6N . (4.124)

Приклади iнших середнiх:

N̄ =
∞∑
N=0

1

N !

∫
Γ

Ne
Ω+µN−H

kT (dx)6N , (4.125)

U = H̄ =
∞∑
N=0

1

N !

∫
Γ

He
Ω+µN−H

kT (dx)6N . (4.126)

4.3.3 Виведення великого канонiчного розподiлу
з принципу максимума ентропiї

Використаємо короткий запис, що привiв подiбним шляхом до кано-
нiчного розподiлу (4.100). До виразу (4.96), який потрiбно максимiзувати
додаємо член, що пов’язаний з кiлькiстю частинок (аналогiчно як вво-
дили доданок для енергiї):

f = −k
∑
i

(pi ln pi − αpi + βpiEi + γpiNi), (4.127)

де γ – ще один невизначений множник. Маємо

∂f

∂pj
= −k(ln pj + 1− α + βEj + γNj) = 0. (4.128)

Тодi
ln pj + 1− α + βEj + γNj = 0 (4.129)
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i знаходимо, що
pj = eα−1e−βEj−γNj . (4.130)

Результат може бути записаний у виглядi

pj =
1

Ξ
e−βEj−γNj , (4.131)

де велика статистична сума:

Ξ =
∑
j

e−βEj−γNj . (4.132)

4.3.4 Виведення великого канонiчного розподiлу
з мiкроканонiчного розподiлу

В даному випадку ми узагальнюємо вивiд з параграфу 4.2.3 на си-
стеми зi змiнною кiлькостю частинок. Визначимо ймовiрнiсть W (ε, n)
того, що система має енергiю ε i кiлькiсть частинок n. Застосуємо закон
мiкроканонiчного розподiлу до всєї складної системи:

W (ε, n) ∼ Ω(ε, n)ΩT (E − ε,N − n), (4.133)

де ΩT (E− ε,N −n) – число станiв термостату. Сума
∑
ε

∑
n

Ω(ε, n)ΩT (E−

ε,N − n) дає повну кiлькiсть станiв складної системи або велику стати-
стичну суму. Тому нормований розподiд (4.129) буде мати вигляд

W (ε, n) =
Ω(ε, n)ΩT (E − ε,N − n)∑

ε

∑
n Ω(ε, n)ΩT (E − ε,N − n)

. (4.134)

Введемо допомiжну функцiю σ:

ΩT = eσ. (4.135)

Таким чином, бiльш детально ця функцiя запишеться у виглядi

σ(E − ε,N − n) = ln ΩT (E − ε,N − n). (4.136)

Припустимо, що ε� E i n� N . Тодi функцiю σ можна розвинути в ряд
Тейлора за малими параметрами ε i n. З точнiстю до лiнiйних членiв

σ(E − ε,N − n) = σ(E,N)− ∂σ

∂E
ε− ∂σ

∂N
n. (4.137)

введемо позначення:

β =
∂σ

∂E
, γ =

∂σ

∂N
. (4.138)
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Пiсля пiдстановки (4.133) в (4.130) одержуємо:

W (ε, n) =
Ω(ε, n)e−βε−γn∑

ε

∑
n

Ω(ε, n)e−βε−γn
. (4.139)

Якщо згадати (4.42):

σ(E,N) =
1

k
S(E,N) (4.140)

i переписати (4.32) як

dS =
1

T
dU +

A

T
da+

µ

T
dN, (4.141)

то звiдки маємо
∂S

∂U
=

1

T
,

∂S

∂N
= −µ

T
. (4.142)

Таким чином,

β =
1

kT
, γ = − µ

kT
. (4.143)

Для розподiлу (4.135) остаточно знаходимо вираз

W (ε, n) =
Ω(ε, n)e

µn−ε
kT∑

ε

∑
n

Ω(ε, n)e
µn−ε
kT

. (4.144)

4.3.5 Змiст термодинамiчного потенцiалу Ω

Перепишемо (4.119) у виглядi

e
Ω
kT

∞∑
N=1

e
µN
kT

N !

∫
Γ

e−
H
kT (dx)6N = 1. (4.145)

звiдки

Ω = −kT ln
∞∑
N=0

e
µN
kT

N !

∫
Γ

e−
H
kT (dx)6N . (4.146)

Для з’ясування термодинамiчного змiсту Ω, знайдемо його частиннi
похiднi:(

∂Ω

∂T

)
V,µ

=
1

T
(Ω + µN̄ − H̄) =

1

T
(ψ − U) =

(
∂ψ

∂T

)
= −S, (4.147)
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∂Ω

∂V

)
T,µ

=

(
∂ψ

∂V

)
T

= −p, (4.148)(
∂Ω

∂µ

)
V,T

= −N̄ . (4.149)

Тобто маємо вирази для добре вiдомих величин через похiднi потенцiалу
Ω

S = −
(
∂Ω

∂T

)
V,µ

, P = −
(
∂Ω

∂V

)
T,µ

, N = −
(
∂Ω

∂µ

)
T,V

. (4.150)

Запишемо також iнтеграл стану (статистичний iнтеграл) для великого
канонiчного розподiлу Гiббса

Z =
∞∑
N=0

e
µN
kT

N !

∫
Γ

e−
H
kT (dx)6N . (4.151)
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Роздiл 5

Газ

5.1 Iдеальний газ

5.1.1 Зв’язок термодинамiчних потенцiалiв
iз статистичної сумою

Запишемо статистичну суму як

Z =
∑
E

Ω(E)e−
E
kT (5.1)

i прологарифмуємо її:

lnZ =
∑
E

[ln Ω(E)− E/kT ]. (5.2)

Тепер здиференцiюємо її за температурою:

∂Z

∂T
=

∂

∂T

∑
E

Ω(E)e−
E
kT =

=
∑
E

Ω(E)
∂

∂T
e−

E
kT =

1

kT 2

∑
E

EΩ(E)e−
E
kT . (5.3)

Знайдемо також похiдну вiд логарифму статсуми:

∂

∂T
lnZ =

1

Z

∂Z

∂T
=

1

kT 2

1

Z

∑
E

EΩ(E)e−
E
kT . (5.4)

Внутрiшню енергiю знайдемо як середню енергiю

U = Ē =
1

Z

∑
E

EΩ(E)e−
E
kT . (5.5)

59
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Порiвнюючи правi частини двох останнiх рiвнянь, знаходимо

∂

∂T
lnZ =

1

kT 2
U. (5.6)

Звiдки внутрiшня енергiя виражається через статистичну суму як

U = kT 2 ∂

∂T
lnZ. (5.7)

Вiльну енергiю будемо шукати з умови нормування канонiчного роз-
подiлу ∫

x

w(x)dx = 1. (5.8)

Пiдстановка канонiчного розподiлу

w(x) ∼ e
Ψ−H
θ = e

Ψ
θ e−

H
θ (5.9)

i врахування статистичного iнтегралу

Z =

∫
x

e−
H
θ dx (5.10)

дає змогу записати цю умову нормування як

e−
Ψ
θ =

∫
x

e−
H
θ dx (5.11)

i одержати
e−

Ψ
θ = Z. (5.12)

Звiдки
Ψ = −θ lnZ. (5.13)

Враховуючи сенс параметрiв канонiчного розподiлу, знаходимо.

F = −kT lnZ. (5.14)

Пригадуючи зв’язок ентропiї з кiлькiстю мiкростанiв

S = k ln Ω(Ē) = k ln Ω(U) = k ln(Ze
U
kT ). (5.15)

Одержимо вираз для ентропiї

S = k lnZ + k
U

kT
=
U

T
+ k lnZ. (5.16)
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5.1.2 Статистичний метод обчислення
внутрiшньої енергiї

Енергiя одноатомного iдеального газу представляє собою сумарну кi-
нетичну енергiю його молекул. Рiвняння цiєї поверхнi має вигляд

p2
1 + p2

2 + . . .+ p2
3N

2m
= E. (5.17)

Це рiвняння гiперсфери з радiусом R =
√

2mE в просторi iмпульсiв.
Iнтегрування за iмпулсами для знаходження об’єму фазового простору

Γ =

∫
. . .

∫
dq1dq2 . . . dq3N

∫
. . .

∫
dp1dp2 . . . dp3N =

= V N

∫
. . .

∫
dp1dp2 . . . dp3N (5.18)

дає об’єм цiєї гiперсфери (Додаток В.2). Так як пiдпростiр iмпульсiв 3N -
вимiрний, то об’єм гiперсфери пропорцiйний величинi R3N = (2mE)3N/2.
Тобто ∫

. . .

∫
dp1dp2 . . . dp3N = constE

3N
2 . (5.19)

Тодi з рiвнянь (5.18) i (5.19) знайдемо, що

Γ = constE
3N
2 V N . (5.20)

Звiдки
dΓ = const V NE

3N
2
−1dE (5.21)

або
∂Γ

∂E
= const V NE

3N
2
−1. (5.22)

Для канонiчного розподiлу густина ймовiрностi є

ρ(E) =
1

Z

1

(2π~)f
e−

E
kT
∂Γ

∂E
(5.23)

Пiдставимо в цю формулу похiдну з (5.22):

ρ(E) = const
V N

Z(2π~)f
e−

E
kT E

3N
2
−1. (5.24)

Статистичний iнтеграл знаходимо як

Z =
1

(2π~)f

∫
e−

E
kT
∂Γ

∂E
dE = const

V N

(2π~)f

∞∫
0

e−
E
kT E

3N
2
−1dE. (5.25)
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Iнтеграл з формули (5.25) у загальному випадку (Додаток С.3, формула
(С.23)) дорiвнює

∞∫
0

xne−axdx =
n!

an+1
. (5.26)

Враховуючи, що N дуже велике число, можемо вважати його числом
цiлим i тодi

Z = const
V N

(2π~)f

(
3N

2
− 1

)
!(kT )

3N
2 . (5.27)

Пiдставляємо це значення в формулу (5.24), знайдемо

ρ(E) =
1(

3N
2
− 1
)
!(kT )3N/2

e−
E
kT E

3N
2
−1. (5.28)

Якщо продиференцiювати це рiвняння

∂ρ

∂E
= E

3N
2
−2e−

E
kT

(
3N

2
− 1− E

kT

)
, (5.29)

то знаходимо максимальну енергiю

Emax =

(
3N

2
− 1

)
kT ≈ 3

2
NkT. (5.30)

Тепер знайдемо середню енергiю.

Ē =

∞∫
0

Eρ(E)dE. (5.31)

Пiдставляємо в цю формулу ρ(E) з формули (5.28):

U = Ē =
1(

3N
2
− 1
)
!(kT )3N/2

∞∫
0

e−
E
kT E

3N
2 dE =

=
1(

3N
2
− 1
)
!(kT )3N/2

(
3N

2

)
!(kT )

3N
2

+1 =
3

2
NkT. (5.32)

5.1.3 Статистична сума iдеального газу

Функцiя Гамiльтона, яка для iдеального газу визначається сумою
енергiй окремих частинок, тобто

H =
N∑
k=1

(
p2
k

2m
+ Uk(x)

)
. (5.33)
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де Uk(x) – потенцiальна енергiя k-ої частинки. Всi частинки iдеального
газу вiльно рухаються всерединi об’єму V , але не можуть вийти за його
межi. Запишемо потенцiальну енергiю як

U =

{
0, частинка в V ;

∞, частинка зовнi V.
(5.34)

Так як всi частинки незалежнi, вираз для iнтегралу станiв має вигляд

Z =
1

N !(2π~)3N

∫
e−

H
kT (dx)6N =

=
1

N !(2π~)3N

∫
e−

∑
k

(
p2k
2m+Uk

)
kT (dx)6N =

=
1

N !(2π~)3N

 +∞∫
−∞

e−

(
p2k
2m+Uk(xk,yk,zk)

)
kT dpkxdpkydpkzdxdydz

N =

=
1

N !(2π~)3N
ZN
k , (5.35)

де Zk – iнтеграл станiв для однiєї частинки. Для цього iнтегралу маємо

Zk =

+∞∫
−∞

e

 p2k
2m+Uk(xk,yk,zk)

kT


dpkxdpkydpkzdxdydz (5.36)

або

Zk =

+∞∫
−∞

e−
p2kx

2mkT dpkx

+∞∫
−∞

e−
p2ky

2mkT dpky

+∞∫
−∞

e−
p2kz

2mkT dpkz

+∞∫
−∞

e−
U(x,y,z)
kT dxdydz.

(5.37)
Для iнтеграла Пуассона (Додаток С.2)

+∞∫
−∞

e−
p2

2mkT dp =
√

2πmkT . (5.38)

Враховуючи вигляд потенцiйної енергiї, знаходимо

+∞∫
−∞

e−
U(x,y,z)
kT dxdydz =

∫
V

1· dxdydz = V. (5.39)
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Тодi
Zk = (2πmkT )3/2V. (5.40)

Для iнтегралу станiв (статистичної суми) всiєї системи маємо

Z =
1

N !(2π~)3N
(2πmkT )3N/2V N =

1

N !

(
mkT

2π~2

)3N/2

V N . (5.41)

5.1.4 Термодинамiчнi потенцiали iдеального газу

Для знаходження вiльної енергiї треба знайти логарифм статистичної
суми

lnZ = − ln N ! +N lnV +
3N

2
ln

(
mkT

2π~2

)
. (5.42)

Використуємо формулу Стiрлiнга для великих N

lnN ! ≈ N lnN −N (5.43)

i одержимо

lnZ ≈ N −N lnN +N lnV +
3

2
N ln

(
mkT

2π~2

)
. (5.44)

Перетворимо цей вираз:

lnZ = N ln

[
V e

N

(
mkT

2π~2

)3/2
]
. (5.45)

Для вiльної енергiї знаходимо

F = −kNT ln

[
V e

N

(
mkT

2π~2

)3/2
]
. (5.46)

Можна знайти i iншi величини для iдеального газу, користуючись одер-
жаними виразами. З формули для внутрiшньої енергiї (5.7) маємо

U =
3

2
NkT. (5.47)

З виразу для тиску

p = −
(
∂F

∂V

)
T

(5.48)

можна знайти
pV = NkT = RT. (5.49)
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Формула для ентропiї

S = −
(
∂F

∂T

)
V

=
U

T
+ k lnZ (5.50)

приводить до

S = kN ln
V e5/2

N

(
mkT

2π~2

)3/2

. (5.51)

Для ентальпiї одержимо

H = U + pV =
5

2
NkT. (5.52)

Термодинамiчний потенцiал Гiббса:

G = H − TS = −NkT
[

1

p

( m

2π~2

)3/2

(kT )5/2

]
. (5.53)

5.1.5 Виведення термодинамiчних потенцiалiв
iдеального газу через хiмiчний потенцiал

На вiдмiну вiд внутрiшньої енергiї хiмiчний потенцiал залежить вiд
деякого елементарного об’єму, з якого складаються комiрки фазового
простору. Враховуючи спiввiдношення невизначенностей оберемо у яко-
стi такого об’єму h3 = (2π~)3. Почнемо розгляд з виразу для кiлькостi
частинок

N = g

∫
e
µ−ε
kT

dΓ

(2π~)3
=

ge
µ
kT

(2π~)3

∫
e−

ε
kT dΓ, (5.54)

де g = 2s+ 1. Знайдемо звiдси

e−
µ
kT =

g

N(2π~)3

∫
e−

ε
kT dΓ =

gZ

N(2π~)3
(5.55)

i пiсля перетворень

µ = kT ln
N(2π~)3

gZ
= kT ln

[
N

gV

(
2π~2

mkT

)3/2
]
. (5.56)

Термодинамiчний потенцiал Гiббса G = Nµ з урахуванням (5.49) спiвпа-
дає з (5.53):

G = NkT ln

[
N

gV

(
2π~2

mkT

)3/2
]
. (5.57)
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Вiльна енергiя F = G−pV спiвпадає з (5.46). Ентропiя на одну частинку:

s =
S

N
= −

(
∂µ

∂T

)
p

= −k ln

[
N

gV

(
2π~2

mkT

)3/2

e−5/2

]
. (5.58)

Тодi для ентропiї маємо (порiвняти з (5.51))

S = −N
(
∂µ

∂T

)
p

= kN ln

[
gV

N

(
mkT

2π~2

)3/2

e5/2

]
. (5.59)

Ентальпiя буде визначатися (порiвняти з (5.52))

H = µN + TS =
5

2
NkT (5.60)

i нарештi внутрiшня енергiя

U = H − pV =
5

2
NkT −NkT =

3

2
NkT, (5.61)

що спiвпадає з (5.32) i (5.47).

5.1.6 Виведення рiвняння Гiббса - Гельмгольца
з умови нормування канонiчного розподiлу

Запишемо умову нормування у виглядi∫
e

Ψ(θ,a)−H(x,a)
θ dx = 1. (5.62)

Диференцiюючи її за параметром ak одержимо

1

θ

∫ [
∂Ψ

∂ak
− ∂H

∂ak

]
e

Ψ−H
θ dx = 0. (5.63)

Звiдки випливає, що вираз у дужках дорiвнює нулевi. Також врахуємо,
що частинна похiдна вiд Ψ за будь-яким зовнiшнiм параметром ak дорiв-
нює зовнiшнiй силi Ak, що взята з оберненим знаком:

Āk = −∂H
∂ak

= − ∂Ψ

∂ak
. (5.64)

Тепер здиференцiюємо (5.62) за параметром θ:

1

θ2

∫ [
θ
∂Ψ

∂θ
− (Ψ−H)

]
e

Ψ−H
θ dx = 0. (5.65)
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знов таки прирiвнюємо вираз у дужках нулевi:

H̄ = Ψ− θ∂Ψ

∂θ
. (5.66)

Так як Ψ – статистичний аналог термодинамiчної вiльної енергiї F ,
а θ = kT , то це рiвняння є статистичним аналогом рiвняння Гiббса–
Гельмгольца:

U = F − T
(
∂F

∂T

)
V,a

(5.67)

Iнший спосiб

Введемо змiнну x = 1/θ. Тодi можемо знайти похiдну

dθ

dx
= −θ2, (5.68)

а також похiдну вiд статистичного iнтегралу

Z =

∫
e−xEdΩ (5.69)

за змiнною x:
∂Z

∂x
= −

∫
Ee−xEdΩ. (5.70)

Тодi знайдемо середню енергiю

Ē =

∫
Ee−

E
θ dΩ∫

e−
E
θ dΩ

= − 1

Z

∂Z

∂x
= −∂ lnZ

∂x
= −∂ lnZ

∂θ

dθ

dx
= θ2∂ lnZ

∂θ
. (5.71)

Згадуємо вираз для вiльної енергiї Ψ = −θ lnZ. Для середньої енергiї
тодi знаходимо

Ē = θ2 ∂

∂θ

(
−Ψ

θ

)
= θ2 Ψ− θ ∂Ψ

∂θ

θ2
= Ψ− θ∂Ψ

∂θ
. (5.72)

При тих самих позначеннях знов одержуємо вираз (5.67).

5.1.7 Розподiл Максвелла – Больцмана

Розподiл молекул за iмпульсами i координатами

Ймовiрнiсть знаходження системи з енергiєю E в елементi фазового
простору (dx)6N :

dW = e
Ψ−E
θ (dx)6N = const e−

E
kT (dx)6N . (5.73)
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Якщо частинки не взаємодiють, то енергiю E можна представити як

суму енергiй окремих частинок E =
N∑
i=1

Ei. Запишемо вираз (5.73) у ви-

глядi

dW (x) = const e−
E1
kT dx1dy1dz1dpx1dpy1dpz1 . . . e

−EN
kT dxNdyNdzNdpxNdpyNdpzN .

(5.74)
Iнтегруємо за всiма змiнними, окрiм i-ої, i одержимо ймовiрнiсть для i-ої
частинки

dW (xi, yi, zi, pxi , pyi , pzi) = const e−
Ei
kT dxidyidzidpxidpyidpzi . (5.75)

Енергiя окремої частинки

E = Ekin + Epot =
p2
x + p2

y + p2
z

2m
+ U(x, y, z). (5.76)

Пiдставимо цей вираз в (5.75) i знаходимо розподiл Максвелла – Боль-
цмана

dW (px, py, pz, x, y, z) = const e−
p2x+p2y+p2z

2mkT
−U(x,y,z)

kT dpxdpydpzdxdydz. (5.77)

Цей розподiл можна розглядати як два незалежних розподiла в три-
вимiрному просторi iмпульсiв

dW (px, py, pz) = Ae−
p2x+p2y+p2z

2mkT dpxdpydpz (5.78)

i в тривимiрному просторi координат

dW (x, y, z) = Be−
U(x,y,z)
kT dxdydz. (5.79)

Тут A i B – постiйнi, що визначаються з умови нормування розподiлiв:

A =

 ∞∫
−∞

e−
p2x

2mkT dpx

∞∫
−∞

e−
p2y

2mkT dpy

∞∫
−∞

e−
p2z

2mkT dpz

−1

= (2πmkT )3/2, (5.80)

B =

∫∫∫
V

e−
U(x,y,z
kT dxdydz

−1

. (5.81)
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Розподiл молекул за швидкостями

Перетворимо розподiл за iмпульсами в розподiл за швидкостями:

dW (vx, vy, vz) =
( m

2πkT

)3/2

e−
mv2

2kT dvxdvydvz. (5.82)

Представимо його як добуток трьох розподiлiв ймовiрностi для проекцiй
швидкостi:

dW (vx, vy, vz) = dW (vx) dW (vy) dW (vz), (5.83)

dW (vα) =

√
m

2πkT
e−

mv2
α

2kT dvα, α = x, y, z. (5.84)

Перейдемо до сферичних координат v, θ, ϕ за формулами

vx = v sin θ cosϕ; vy = v sin θ sinϕ; vz = v cos θ. (5.85)

Якобiан переходу
∂(vx, vy, vz)

∂(v, θ, ϕ)
= v2 sin θ. (5.86)

Розподiл Максвелла за швидкостями в нових змiнних має вигляд

dW (v, θ, ϕ) =
( m

2πkT

)3/2

e−
mv2

2kT v2 sin θdvdθdϕ. (5.87)

Iнтегрування за кутовими змiнними можна провести незалежно. Тодi,

якщо врахуємо, що
π∫
0

2π∫
0

sin θdθdϕ = 4π, то

dW (v) = 4π
( m

2πkT

)3/2

e−
mv2

2kT v2dv. (5.88)

Розподiл молекул за енергiями

Використаємо формулу ε = mv2

2
для того, щоб одержати з розподiлу

(5.88)

dW (v) = 4π
m

2πkT

√
m

2πkT
e−

ε
kT vvdv (5.89)

i остаточно для розподiлу за енергiями

dW (ε) =
2√

π(kT )3/2
e−

ε
kT
√
εdε. (5.90)
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Розподiл молекул за висотою у полi сил тяжiння

Якщо потенцiйна енергiя залежить лише вiд однiєї змiнної, напри-
клад

U(z) = mgz, (5.91)

то можна проiнтегрувати (5.79) по двом iншим змiнним i одержати

dW (z) = Be−
mgz
kT dz. (5.92)

Кiлькiсть частинок n(z) пропорцiйна функцiї розподiлу (густинф ймо-
вiрностi), тобто

n(z) = const e−
mgz
kT . (5.93)

Нормування в цьому випадку вiдбувається за допомогою припущення,
що при z = 0 в одиницы об’єму буде n0 частинок:

n(z) = n0e
−mgz

kT . (5.94)

Якщо врахувати, що в газi тиск пропорцiйний густинi, то звiдси одержу-
ємо барометричну формулу

p(z) = p0e
−mgz

kT . (5.95)

5.2 Неiдеальний газ
Для системи частинок, що взаємодiють енергiя

H(x, a) = Ekin + Uint (5.96)

складається з кiнетичної енергiї частики Ekin i з потенцiйної енергiї вза-
ємодiї частинок Uint. Будемо вважати, що енергiя взаємодiї системи до-
рiвнює сумi енергiй окремих парних взаємодiй всiх частинок:

Uint = U12 + U13 + . . . =
∑
i<k

Φik. (5.97)

Запишемо гамiльтонiан системи з N частинок в цьому випадку

H(x, a) =
N∑
k=1

p2
k

2mk

+
1

2

N∑
i,k=1

Φik. (5.98)

Iнтегруємо iнтеграл станiв за iмпульсами

Z =

∫
Γ

e−
H(x,a)
kT (dx)6N =

∫
Γ

e−
∑ p2

2mkT
−Uint

kT (dx)6N . (5.99)
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Для статистичного iнтегралу маємо

Z = (2πmkT )3/2

+∞∫
−∞

e−
Uint(x)

kT dx1 . . . dx3N . (5.100)

Введемо величину

Zint =
1

V N

+∞∫
∞

e−
Uint(x)

kT dx1 . . . dx3N . (5.101)

Запишемо iнтеграл станiв системи частинок, що взаємодiють у виглядi:

Z = Z0Zint, (5.102)

де Z0 – iнтеграл станiв iдеального газу.
Тепер вiльна енергiя складається з двох вiдповiдних доданкiв:

Ψ = −kT lnZ = −kT lnZ0 − kT lnZint = Ψ0 + Ψint. (5.103)

5.3 Електричнi i магнiтнi властивостi газiв

5.3.1 Орiєнтацiйна поляризацiя дипольних газiв

Пiд дiєю постiйного зовнiшнього поля E молекули газу орiєнтуються
так, що їхнi дипольнi моменти d намагаються стати паралельними до
електричного поля E . Тепловий рух молекул перешкоджає цьому. В ре-
зультатi в рiвноважному станi виникає деяка поляризацiя P , що направ-
лена уздовж електричного поля. Це явище називають орiєнтацiйною по-
ляризацiєю.

Потенцiйна енергiя елетричного диполя d в електричному полi з на-
пруженностю E дорiвнює

U(θ) = −d ·E = −dE cos θ, (5.104)

де θ – кут мiж напрямами диполя d i електричного поля E.
Орiєнтацiйна поляризацiя обумовлена обертанням молекули, тому до-

статньо розглядати лише обертальну частину функцiї Гамiльтона. Запи-
шемо її для двоатомної молекули як

Hrot =
1

2I

(
p2
ϑ +

p2
ϕ

sin2 ϑ

)
+ U(θ), (5.105)
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де pϑ i pϕ – узагальненi iмпульси, що спряженi до полярних кутiв ϑ i
ϕ, що визначають орiєнтацiю осi молекули, I – момент iнерцiї молекули
вiдносно прямої, якi перпендикулярна до її осi i проходить через центр
тяжiння.

Вiльна енергiя

F = −kT ln Z = −NkT ln Zrot, (5.106)

де Zrot – обертальна частина статистичного iнтегралу, N – кiлькiсть мо-
лекул. Для статистичного iнтегралу, що пов’язаний з обертальною ча-
стиною функцiї Гамiльтона запишемо

Zrot =

π∫
0

dϑ

2π∫
0

dϕ

∞∫
−∞

dpϑ

∞∫
−∞

exp

[
− 1

2IkT

(
p2
ϑ +

p2
ϕ

sin2 ϑ

)
+ a cos ϑ

]
,

(5.107)
де безрозмiрний параметр a = dE/kT . Iнтегруємо, використовуючи, у
тому числi, iнтеграли Пуассона (Додаток С.2)

Zrot = 4π2IkT

π∫
0

ea cos ϑ sin ϑ dϑ. (5.108)

З новою змiнною iнтегрування x = cos ϑ одержуємо

Zrot = 4π2IkT

1∫
−1

eaxdx = 8π2IkT
sh a

a
. (5.109)

Вiльна енергiя тодi буде дорiвнювати

F = −NkT [ln sh a− ln a+ ln T + const], (5.110)

при цьому const не залежить вiд температури i електричного поля.
Для поляризацiї знаходимо

P = − 1

V

(
∂F
∂E

)
T

= ndL(a), (5.111)

де n = N/V – концентрацiя молекул, а

L(a) = cth a− 1

a
(5.112)

називають функцiєю Ланжевена.
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Якщо a = dE/kT � 1, то cth a→ 1, тому L(a)→ 1. Вiдносно великим
електричним полям (або низким температурам), коли a� 1, вiдповiдає
насичення поляризацiї P = nd.

Якщо a = dE/kT � 1, то гiперболiчний котангенс можно розвинути
у ряд

cth a =
1

a
+
a

3
− a3

45
+ . . . , (5.113)

тому в лiнiйному наближеннi L(a) = a/3 i для поляризацiї отримуємо

P =
nd2E

3kT
= nαE, (5.114)

де α = d2/3kT – поляризованiсть молекули. З виразу для дiелектричної
iндукцiї

D = κE = E + 4πP =

(
1 +

4πnd2

3kT

)
E (5.115)

знаходимо дiелектричну сталу

κ = 1 +
4πnd2

3kT
. (5.116)

Здиференцiюємо (5.101) за температурою:

S =

(
∂F
∂T

)
E

= Nk

{
ln
sh a

a
− a cth a+ ln T + const

}
. (5.117)

Це частина ентропiї дипольного газу, що обумовлена орiєнтацiєю його
молекул. Для малих значень параметру a = dE/kT

cth a =
1

a
+
a

3
+ . . . , sh a = a+

a3

3
+ . . . , ln

(
1 +

a2

6

)
=
a2

6
, (5.118)

одержуємо

S = const− 1

6
Nk

(
dE

kT

)2

. (5.119)

Тобто, орiєнтацiя молекул в електричному полi (впорядкування системи)
пов’язана зi зменшенням її ентропiї.

5.3.2 Парамагнiтний газ в магнiтному полi

При розмiщеннi парамагнетика у магнiтному полi напруженостi H
кожна одиниця його об’єму набуває магнiтний момент M , який назива-
ють вектором намагничення. Намагничення парамагнiтного газу пов’я-
зано з орiєнтацiєю в полi H магнiтних диполей молекул µ. Це нагадує
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розглянуту вище поляризацiю газiв i також iншi схожi процеси впоряд-
кування, наприклад сегнетоелектричнi. Розгляд парамагнетизму можна
проводити аналогiчно застосованому в попередньому пiдроздiлi. В дано-
му пiдроздiлi розглянемо iнший спосiб розрахунку, який можна також
застосовувати для поляризацiйних i сегнетоелектричних явищ.

Якщо молекули, що мають постiйний магнiтний момент µ, знаходя-
ться в однородному магнiтному полi напруженностi H , то їхня потен-
цiйна енергiя визначається за формулою

U(θ) = −µH , (5.120)

де θ – кут мiж напрямами магнiтного моменту µ i поля H .
Для класичних частинок напрям магнiтного моменту в просторi може

змiнюватись безперервно, так що можливi будь-якi його орiєнтацiї. Тодi
використовуємо розподiл Больцмана для розподiлу по напрямкам µ

dN

N
=
e−βU(θ) dΩ∫
e−βU(θ)

, (5.121)

де dΩ = sin θ dθ dϕ – елемент тiлесного кута, β = 1
kT

. Iнтегруючи по ϕ,
одержимо розподiл по θ:

dN(θ)

N
=

eβµH cos θ sin θdθ
π∫
0

eβµH cos θ sin θdθ

. (5.122)

Статистична сума в знаменнику дорiвнює

Z(β) =

π∫
0

eβµH cos θ sin θdθ =
2sh (βµH)

βµH
. (5.123)

Середнi значення проекцiї моменту на напрями, що перпендикуляр-
нi полю, дорiвнюють нулевi. Для середнiх значень проекцiї магнiтного
моменту за напрямком поля маємо

µ cos θ = µ

∫
cos θ

dN(θ)

N
=

= µ

π∫
0

eβµH cos θ cos θ sin θ dθ

π∫
0

eβµH cos θ sin θ dθ

=
1

H

∂

∂β
ln Z(β). (5.124)
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Пiдставляємо значення Z(β) з (5.114):

µ cos θ =
1

H

∂

∂β
ln
sh(βµH)

β
= µ

[
cth(βµH)− 1

βµH

]
. (5.125)

Для намагничення M = Nµ cos θ одержуємо

M = NµL

(
µH

kT

)
= M0L

(
µH

kT

)
, (5.126)

де M0 = Nµ – максимальне значення намагничення, що досягається при
H →∞ або T → 0, а L(x) = cth x− 1/x – функцiя Ланжевена.

В сильних полях i при низьких температурах x = µH/kT � 1 одер-
жуємо

L(x) ≈ 1− 1

x
→ 1, (5.127)

тобто маємо насичення.
В слабких полях i при високих температурах x = µH/kT � 1 скори-

ставшись розвиненням

cth x ≈ 1

x
+
x

3
, (5.128)

одержимо

L(x) ≈ x

3
� 1. (5.129)

Ступiнь орiєнтацiї магнiтних диполей мала при слабких полях i високих
температурах.

В квантовому пiдходi, який саме потребує опис магнетизму, вираз для
намагничення має вигляд

M = M0Lj

(
µH

kT

)
, (5.130)

де j – спiнове квантове число, а квантовi функцiї Ланжевена (функцiї
Брiлюена) визначаються як

Lj(x) =

(
1 +

1

2j

)
cth

[(
1 +

1

2j

)
x

]
− 1

2j
cth

(
x

2j

)
(5.131)

i спiвпадають з класичною при j →∞.
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5.4 Квантовий газ
Умова

V p3

(2π~)3
� N (5.132)

забезпечує малiсть кiлькостi частинок у порiвняннi з кiлькiстю кванто-
вих станiв, якi частинки можуть займати. Якщо ця умова не виконується
газ називається виродженим. Частинки взаємодiюють одна з однiєю з-
за тотожностi частинок. Такi гази описуються квантовими розподiлами.
Нехай

V p3

(2π~)3
. N, (5.133)

де p – характерний iмпулс частинки. Ця умова еквiвалентна тому, що

λ =
2π~
p

& a ∼
(
V

N

)1/3

. (5.134)

Це означає, що неможливо представити стан частинок хвильовими паке-
тами так, щоб усi вони не перетиналися один з одним.



Роздiл 6

Рiвняння стану

Рiвноважнi внутрiшнi параметри в термодинамiцi є функцiями зов-
нiшнiх параметрiв i температури, що приводить до iснування рiвнянь
стану системи, якi пов’язують температуру T , зовнiшнi параметри ai з
рiвноважними внутрiшнiми параметрами. Якщо внутрiшнiм параметром
є внутрiшня енергiя U (або спорiднена величина, що має розмiрнiсть
енергiї) то рiвняння

U = U(a1, . . . , an;T ) (6.1)

називають калорiчним рiвнянням стану. Наприклад, для простої системи

U = U(a, T ). (6.2)

Якщо внутрiшнiм параметром є спряжена зовнiшньому параметру ai
узагальнена сила Ai, то рiвняння

Ai = Ai(a1, . . . , an;T ) (i = 1, 2, . . . , n) (6.3)

називаються термiчними рiвняннями стану. Наприклад, для простої си-
стеми

A = A(a, T ). (6.4)

Якщо A = p – тиск, тодi a = V – об’єм системи. Вiдповiднi рiвняння
стану

U = U(V, T ), p = p(V, T ). (6.5)

Так як врахування температури в багатьох випадках складна задача, то
часто розглядають iзотермiчнi рiвняння стану U = U(V ) i p = p(V ).

77
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6.1 Газ

6.1.1 Iдеальний газ

Визначимо залежнiсть мiж тиском p, об’ємом V i температурою T
для iдеального газу. Тиск газу пов’язаний з передачею iмпульсiв атомiв
стiнкам при вiдображеннi. При дзеркальному вiдображеннi атома одна
з складових швидкостi (позначимо її vx) змiнює свiй знак, а iншi (тобто
vy i vz) зберiгають його. Тодi змiна iмпульса атому дорiвнює 2px = 2mvx.
Знайдемо суму змiнення iмпульсiв всiх атомiв:

p =

∫
2mvxdj, (6.6)

де

dj =
N

V
vxwxdvxdvydvz, (6.7)

а
wv =

( m

2πkT

) 3
2
e−

m(v2
x+v2

y+v2
z)

2kT . (6.8)

Iнтегруємо (див. Додаток) i знаходимо

p =
N

V
kT. (6.9)

Це є рiвняння стану iдеального газу

pV = NkT. (6.10)

6.1.2 Реальний газ

В iдеальному газi не враховується взаємодiя мiж частинками, що
складають газ. Врахування цiєї взаємодiї надто складна задача, але iсну-
ють багато наближених пiдходiв, якi часто мають емпiричний або на-
пiвемпiричний характер. Тому на даний час запропоновано бiльш ста
рiвнянь стану, що описують реальнi гази при зростаннi густини, коли
зростає також взаємодiя мiж частинками. Також вiдомi спроби обґрун-
тувати деякi з цих рiвнянь теоретично з квантовомеханiчних уявлень.

Найбiльш вiдомим з таких рiвнянь стану є рiвняння Ван-дер-Ваальса,
яке для одного молю газу має вигляд(

p+
a

V 2

)
(V − b) = RT. (6.11)

В цьому рiвняннi a i b – сталi, що не залежать вiд p, V i T . Вони вносять
поправки до рiвняння стану iдеального газу. Величина b враховує об’єм,
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що займають атоми. В iдеальному газi, коли ця поправка зникає вважа-
ється, що атоми мають майже нульовий об’єм. Насправдi цей об’єм дуже
малий, але ненульовий i при сближеннi частинок виникає вiдштовхува-
ння.

Величина a/V 2 дає поправку до тиску. Вона визначає зростання тиску
з-за взаємного тяжiння частинок. Шар, що вмiщує деяку кiлькiсть ча-
стинок притягується до сусiднього шару. Додатковий тиск пропорцiйний
кiлькостi частинок в обох шарах, тобто пропорцiйний квадрату концен-
трацiї газу n2 = N2/V 2, або зворотньо пропорцiйний V 2.

Серед iнших рiвнянь стану реальних газiв, що бiльш-менш часто ви-
користовуються, згадаємо перше

p(V − b) = RT e−a/(RTV ) (6.12)

i друге (
p+

a

V 5/3

)
(V − b) = RT (6.13)

рiвняння Дiтерiчi.
Рiвняння такого типу називаються двопараметричними. Цi два пара-

метри, як i у випадку рiвняння Ван-дер Ваальсу, уточнюють iндивiду-
альнi властивостi речовини i для даної речовини вважаються постiйни-
ми. Параметр a в цих рiвняннях характеризує iнтенсивнiсть сил тяжiння
мiж молекулами, а величина b обумовлена вiдштовхуванням молекул на
малих вiдстанях. Рiвняння Дiтерiчi мають бiльш широку область при-
кладення, тому що параметри рiвняння Ван-дер-Ваальсу бiльш суттєво
залежать вiд температури, а так як цi параметри вважаються постiй-
ними, то рiвняння Ван-дер-Ваальса скорiше входить в суперечнiсть з
експериментальними даними. Але якiсну картину поведiнки газiв, i на-
вiть рiдини, рiвняння Ван-дер-Ваальсу дає, але, окрiм температури, слiд
враховувати ще вплив тиску i густину речовини.

Також дуже поширений пiдхiд - використання вiрiального рiвняння
стану

pV

RT
= 1 +

B2(T )

V
+
B3(T )

V 2
+
B4(T )

V 3
+ . . . , (6.14)

тобто розглядається розвинення по ступеням зворотнього об’єму. Мо-
жливо розглядати також розвинення за ступенями тиску

pV

RT
= 1 +B(T )p+ C(T )p2 + . . . . (6.15)

Коефiцiєнти B2(T ), B3(T ) i т.д. називають другим, третiм i т.д. вiрiаль-
ними коефiцiєнтами (вважають, що перший вiрiальний коефiцiєнт до-
рiвнює одиницi). Для iдеального газу всi вiрiальнi коефiцiєнти, окрiм
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першого, дорiвнюють нулевi. Таким чином, вiрiальнi коефiцiєнти опи-
сують ступiнь вiдхилення властивостей реального газу вiд властивостей
iдеального газу при заданiй температурi.

Область прикладення вiрiального розвинення визначається збiжнi-
стю ряду. Наприклад, в критичнiй точцi i для рiдини вiрiальне розвинен-
ня розходиться. Найбiльш корисно застосовувати вiрiальне рiвняння для
газiв малої i помiрної густини, коли величина 1/V є малим параметром i
члени розкладення швидко зменшуються. Статистична теорiя газiв дає
теоретичну iнтерпретацiю вiрiальним коефiцiєнтам. Другий, третiй i т.д.
вiрiальнi коефiцiєнти характеризують вiдхилення вiд властивостей iде-
ального газу, що обумовленi наявнiстю подвiйних, потрiйних i т.д. зi-
ткнень у реальному газi. Таким чином, стає можливим теоретичний роз-
рахунок вiрiальних коефiцiєнтiв, якщо потенцiал мiжмолекулярної вза-
ємодiї вiдомий.

6.1.3 Конфiгурацiйний iнтеграл

Енергiя взаємодiї змiнюється в залежностi вiд розташування части-
нок, яке називається конфiгурацiєю системи. Для одноатомної системи
N однакових частинок функцiя Гамiльтона є

H =
N∑
i=1

p2
xi + p2

yi + p2
zi

2m
+ U(r1, . . . , rN). (6.16)

Для статистичного iнтегралу

Z =
1

h3NN !

∫
· · ·
∫
e−

H
kT dpx1 . . . dpzNdr1 . . . drN =

=
1

h3NN !

N∏
i=1

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∞∫
−∞

e−
p2xi+p

2
yi+p

2
zi

2mkT dpxidpyidpzi×

×
∫
· · ·
∫
e−

U(r1,...,rN )

kT dr1 . . . drN =

=

(
2πmkT

h2

) 3
2
N

1

N !

∫
· · ·
∫
e−

U(r1,...,rN )

kT dr1 . . . drN . (6.17)

Якщо система має внутрiшнi ступенi вiльностi, то в першому наближеннi
внутрiшнi стани можна вважати такими, що не залежать вiд конфiгура-
цiї системи, i розглядати їх як у випадку iдеального газу. Тодi в стати-
стичнiй сумi треба враховувати статистичну суму внутрiшнчх ступенiв
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вiльностi Zint:

Z =

(
2πmkT

h2

) 3
2
N

1

N !

ZN
int

N !

∫
· · ·
∫
e−

U
kT dr1 . . . drN . (6.18)

Внесок внутрiшнiх ступенiв вiльностi у статистичну суму розглядається
в Роздiлi 8.2. Конфiгурацiйний iнтеграл

Zconf =

∫
· · ·
∫
e−

U
kT dr1 . . . drN (6.19)

береться по всiм можливим конфiгурацiям системи. Статистичний iнте-
грал реальної системи можна записати у виглядi

Z =
ZN
int

λ3NN !
Zconf , (6.20)

де

λ =

(
h2

2πmkT

)1/2

, (6.21)

Для iдеального газу U = 0 i

Zconf =

∫
· · ·
∫
dr1 . . . drN = V N (6.22)

Zid =
ZN
int

λ3NN !
V N (6.23)

Тодi

Z = Zid
Zconf
V N

. (6.24)

6.2 Рiдина

6.2.1 Калоричне рiвняння стану

Для рiдин будемо використовувати квазiкласичне наближення. Тому
одержуємо

T̄ =
3

2
NkT (6.25)

для середньої кiнетичної енергiї руху частинок i

Ū =

∫
V

· · ·
∫
V

Ue−U/kT dr1 . . . drN . (6.26)
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для середньої енергiї мiжмолекулярної взаємодiї. Перетворимо останнiй
вираз, враховуючи лише двочастинковi потенцiали

Ū =
1

Zconf

∫
V

· · ·
∫
V

∑
i<j

u(rij)e
−U/kT dr1 . . . drN =

=
1

Zconf

∑
i<j

∫
V

· · ·
∫
V

u(rij)e
−U/kT dr1 . . . drN . (6.27)

Сума складається з 1
2
N(N − 1) доданкiв (враховується число пар в си-

стемi) i, вважаючи функцiональну залежнiсть u(rij) однаковою для всiх
пар частинок, запишемо

Ū =
N(N − 1)

2

∫
V

∫
V

u(r12)

 1

Zconf

∫
V

. . .

∫
V

e−
U
kT dr3 . . . drN

 dr1dr2 '

' N2

2V 2

∫
V

∫
V

u(r12)F2(r12) dr1dr2. (6.28)

Функцiя F2(r12) = F2(r1, r2) (рiвнiсть виконується за вiдсутнiстю зовнi-
шнього поля) – двочастинковий варiант корелятивної функцiї s частинок

Fs(r1, . . . , rs) =
V s

Zconf

∫
V

· · ·
∫
V

exp[−U(r1, . . . , rN)/kT ]drs+1 . . . rN . (6.29)

Якщо n = N/V – кiлькiсть частинок в одиницi об’єму, то

Ū =
n2

2

∫
V

∫
V

u(r12)F2(r12) dr1dr2. (6.30)

Ймовiрнiсть знаходження частинки на вiдстанi r вiд заданої, тобто в
сферичному шарi товщини dr при хаотичному розподiлi є

dw(r) =
4πr2dr

V
. (6.31)

В рiдинi, на вiдмiну вiд газу, ймовiрнiсть певного розташування частинки
залежить вiд того, де розташованi iншi частинки. Тобто iснують кореля-
цiї в розподiлi частинок в об’ємi, хоч i не такi жорсткi як у твердому тiлi.
Щоб врахувати наявнiсть кореляцiй вводять радiальну функцiю розпо-
дiлу g(r)

dw(r) = g(r)
4πr2dr

V
. (6.32)
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Ця радiальна функцiя g(r) розподiлу спiвпадає з бiнарною корелятивною
функцiєю F2(r12). Iнтегрування (6.16) по координатам першої частинки
дає об’єм V . Введемо позначення r12 = r i перейдемо до сферичних ко-
ординат

Ū =
V n2

2

∞∫
0

u(r)g(r)4πr2 dr =
Nn

2

∞∫
0

u(r)g(r)4πr2 dr. (6.33)

Ця формула пов’язує середню потенцiальну енергiю рiдини i радiальну
функцiю розподiлу при заданому потенцiалi парної взаємодiї молекул
при заданiй температурi i густинi рiдини. Враховуючи, що Ē = T̄ + Ū i
формули (6.11) i (6.19) для середньої повної енергiї одержуємо

Ē

NkT
=

3

2
+

n

2kT

∞∫
0

u(r)g(r)4πr2 dr. (6.34)

6.2.2 Термiчне рiвняння стану

Для зручностi в подальших перетвореннях припустимо, що рiдина
знаходиться в посудинi, що має форму куба. Так як тиск макроскопiчної
системи не залежить вiд форми посудини, то це не завадить загальностi
результатiв. Начало координат вважаємо знаходиться в однiй з вершин
куба, осi координат сумiщенi з ребрами. Конфiгурацiйний iнтеграл пред-
ставимо у виглядi

Zconf =

3√V∫
0

3√V∫
0

3√V∫
0

· · ·

3√V∫
0

3√V∫
0

3√V∫
0

e−
U
kT dx1dy1dz1 . . . dxNdyNdzN . (6.35)

Будемо знаходити тиск використовуючи спiввiдношення

p = kT

(
∂ lnZconf

∂V

)
T,N

. (6.36)

Використаємо замiну змiнних

xi =
3
√
V x̃i, yi =

3
√
V ỹi, zi =

3
√
V z̃i, (i = 1, . . . N) (6.37)

i запишемо конфiгурацiйний iнтеграл в нових змiнних

Zconf = V N

1∫
0

1∫
0

1∫
0

· · ·
1∫

0

1∫
0

1∫
0

e−
U
kT dx̃1dỹ1dz̃1 . . . dx̃NdỹNdz̃N . (6.38)
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Тодi радiусу-вектору rij j-тої частинки, коли початок координат знахо-
диться в положеннi i-тої частинки в нових координатах буде вiдповiдати
радiус-вектор r̃ij

rij =
√

(xi − xj)2 + (yi − yj)2 + (zi − zj)2 =

=
3
√
V
√

(x̃i − x̃j)2 + (ỹi − ỹj)2 + (z̃i − z̃j)2 =
3
√
V r̃ij, (6.39)

де
r̃ij =

√
(x̃i − x̃j)2 + (ỹi − ỹj)2 + (z̃i − z̃j)2. (6.40)

Функцiя
U =

∑
i<j

u(rij) (6.41)

в нових змiнних має вигляд

U =
∑
i<j

u(
3
√
V r̃ij). (6.42)

Так як (
∂rij
∂V

)
r̃ij

= r̃ij
∂ 3
√
V

∂V
=

1

3
r̃ijV

−2/3 =
1

3V
r̃ij

3
√
V =

rij
3V

, (6.43)

то (
∂U

∂V

)
r̃ij

=
∑
i<j

du(rij)

drij

(
∂rij
∂V

)
r̃ij

=
∑
i<j

rij
3V

du(rij)

drij
. (6.44)

Диференцiюємо (6.24):(
∂Zconf
∂V

)
T,N

=

= NV N−1

1∫
0

1∫
0

1∫
0

· · ·
1∫

0

1∫
0

1∫
0

e−
U
kT dx̃1dỹ1dz̃1 . . . dx̃NdỹNdz̃N−

− V N

kT

1∫
0

1∫
0

1∫
0

· · ·
1∫

0

1∫
0

1∫
0

∂U

∂V
e−

U
kT dx̃1dỹ1dz̃1 . . . dx̃NdỹNdz̃N . (6.45)

Повертаючись до старих змiнних i пiдставляючи значення для похiдної
з (6.30):(

∂Zconf
∂V

)
T,N

=
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=
N

V

3√V∫
0

3√V∫
0

3√V∫
0

· · ·

3√V∫
0

3√V∫
0

3√V∫
0

e−
U
kT dx1dy1dz1 . . . dxNdyNdzN−

−
∑
i<j

1

3V kT
×

×

3√V∫
0

3√V∫
0

3√V∫
0

· · ·

3√V∫
0

3√V∫
0

3√V∫
0

rij
du(rij)

drij
e−

U
kT dx1dy1dz1 . . . dxNdyNdzN =

=
N

V
Zconf −

N(N − 1)

6V kT

Zconf
V 2
×

×
∫
V

∫
V

r12
du(r12)

dr12

 V 2

Zconf

∫
V

· · ·
∫
V

e−
U
kT dr3 . . . drN

 dr1dr2 =

= Zconf

N
V
− N2

6V 3kT

∫
V

∫
V

r12
du(r12)

dr12

F2(r12)dr1dr2

 =

= Zconf

N
V
− N2

6V 2kT

∞∫
0

ru′(r)g(r)4πr2dr

 (6.46)

Таким чином,

p

kT
=

(
∂ lnZconf

∂V

)
T,N

=
N

V

1− N

6V kT

∞∫
0

ru′(r)g(r)4πr2dr

 . (6.47)

Остаточно, рiвняння стану є

pV

NkT
= 1− n

6kT

∞∫
0

ru′(r)g(r)4πr2dr. (6.48)

6.3 Тверде тiло
Рiвняння стану зазвичай пов’язують тиск p, об’єм V i температуру T

твердого тiла, проте для твердих тiл, як i для рiдин, температура має
набагато менше вплив на спiввiдношення p−V i часто вважають такими,
що дають малу поправку в iзотермiчне рiвняння стану. В теоретичних
дослiдженнях твердих тiл часто зручно використовувати рiвняння ста-
ну з (формально) T = 0 i, у разi потреби, застосовувати температурнi
поправки.
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При низьких тисках спiввiдношення p − V твердих тiл (i рiдин) мо-
же бути представлено в термiнах постiйної нестисненностi (обернена до
стисненностi), що називаємо об’ємним модулем пружностi

K = −V dp

dV
= ρ

dp

dρ
, (6.49)

де ρ – густина. При використаннi поняття об’ємного модуля застосову-
ють iндекси: для модуля при постiйнiй температурi – KT , для адiабати
– KS. Якщо розглядається область тискiв, що є малою у порiвняннi з K,
припускають що K мало змiнюється, тобто є сталим при малих стискан-
нях, шо позначають як K0. Саме для таких стиснень, iнтегруючи (6.49),
одержимо

ρ

ρ0

= exp

(
p

K0

)
, або

V

V0

= exp

(
− p

K0

)
. (6.50)

Залежнiсть густини вiд тиску стає бiльш складною зi збiльшенням
тиску. Найпростiше спiввiдношення такого роду, що задовiльняє цiєй ви-
мозi, вiдоме як рiвняння Мурнагхана

K = K0 +K ′0p, (6.51)

K ′ = K ′0 =

(
dK

dp

)
p=0

. (6.52)

В цьому i подальшому наближеннях вважається, що K ′ не залежить вiд
тиску. Рiвняння Мурнагхана (6.51) має обмежену область дiї. В загаль-
ному випадку спираються на розвинення:

K = K0 +K ′0p+
1

2
K ′′0p

2 + . . . (6.53)

при цьому K ′′0 вiд’ємне, що випливає з вивчення залежностi K(p).
В термiнах теорiї деформацiї при стисненнi вiд рiвноважного об’єму

V0 з густиною речовини ρ0 до об’єму V з густиною речовини ρ одержимо

V

V0

=
ρ0

ρ
= (1 + 2ε)3/2 = (1− 2f)3/2, (6.54)

де ε – деформацiя i

f = −ε =
1

2

[
1−

(
ρ

ρ0

)−2/3
]

=
1

2

[
1−

(
V

V0

)2/3
]
. (6.55)
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Вiльна енергiя як функцiя вiд f запишеться у виглядi розвинення

ψ = A2f
2 + A3f

3 + A4f
4 + . . . . (6.56)

Продифференцiюємо

df

dV
= − 1

3V0

(
V

V0

)−1/3

=

(
− 1

3V0

)
1√

1− 2f
. (6.57)

Для знаходження iнших величин треба використати формули

p = − dψ
dV

= −
(
dψ

df

)(
df

dV

)
, (6.58)

K = V
dp

dV
, (6.59)

K ′ =
dK

dp
, (6.60)

K ′′ =
d2K

dp2
. (6.61)

Перепишемо їх в термiнах густини:

p =
3

2
K0

(
ρ

ρ0

)1/3
[

1−
(
ρ

ρ0

)−2/3
]{

1 +
3

4
K ′0

[
1−

(
ρ

ρ0

)−2/3
]

+

+
3

8

(
K0K

′′
0 +K ′0 +K ′0

2 − 1

9

)[
1−

(
ρ

ρ0

)−2/3
]2

+ . . .

 , (6.62)

K = K0

(
ρ

ρ0

)1/3
{

1 +
1

2
(3K ′0 − 1)

[
1−

(
ρ

ρ0

)−2/3
]

+

+
1

8

(
9K0K

′′
0 + 9K ′0

2 − 1
)[

1−
(
ρ

ρ0

)−2/3
]2

+ . . .

 , (6.63)

K ′ =
3

2
K0K

′′
0

[
1−

(
ρ

ρ0

)−2/3
]

+ . . . . (6.64)

В цих рiвняннях деформацiя визначається вiдносно недеформованого
стану i називається деформацiєю Лагранжа. Можна також розглядати,
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навпаки, деформацiю вiдносно деформованого стану, що називається де-
формацiєю Ойлера. Аналогiчно (6.54) запишемо

V

V0

=
ρ0

ρ
= (1− 2ε∗)3/2 = (1 + 2f ∗)3/2. (6.65)

Для ойлерової деформацiї запишемо вiльну енергiю як

ψ = c2f
∗2 + c3f

∗3 + c4f
∗4 + . . . (6.66)

i аналогiчнi рiвнянням (6.62)–(6.64) рiвняння в ойлерових деформацiях

p =
3

2
K0

[(
ρ

ρ0

)7/3

−
(
ρ

ρ0

)5/3
]{

1 +
3

4
[K ′0 − 4]

[(
ρ

ρ0

)2/3

− 1

]
+

+
3

8

(
K0K

′′
0 + (K ′0 − 4)(K ′0 − 3) +

35

9

)[(
ρ

ρ0

)2/3

− 1

]2

+ . . .

 ,(6.67)

K = K0

(
ρ

ρ0

)5/3
{

1 +

(
3

2
K ′0 −

5

2

)[(
ρ

ρ0

)2/3

− 1

]
+

+
9

8

(
K0K

′′
0 +K ′0[K ′0 − 4] +

35

9

)[(
ρ

ρ0

)2/3

− 1

]2

+ . . .

 ,(6.68)

K ′ = K ′0 +
3

2
K0K

′′
0

[(
ρ

ρ0

)2/3

− 1

]
+ . . . . (6.69)

Наведемо деякi з рiвняннь стану, якi найчастiше використовують при
обробцi як експериментальних, так i розрахункових даних у фiзицi твер-
дого тiла. Рiвняння стану Мурнагхана, що застосовують для не дуже
великих стиснень:

P =
K0

K ′0

[(
ρ

ρ0

)K′0
− 1

]
. (6.70)

В ойлеровому пiдходi також виникає рiвняння стану Бiрча

P =
3

2
K0

[(
V0

V

)7/3

−
(
V0

V

)5/3
]
, (6.71)

коли залишаються лише внески другого порядку, при цьому фiксоване
значення K ′0 = 4. Також можна використовувати бiльш точнi рiвняння
вищих порядкiв: рiвняння стану Бiрча – Мурнагхана третього порядку

P =
3

2
K0

[(
V0

V

)7/3

−
(
V0

V

)5/3
]{

1 +
3

4
(K ′0 − 4)

[(
V0

V

)2/3

− 1

]}
(6.72)
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i рiвняння стану Бiрча – Мурнагхана четвертого порядку

P =
3

2
K0

[(
V0

V

)7/3

−
(
V0

V )

)5/3
]{

1 +
3

4
(K ′0 − 4)

[(
V0

V

)2/3

− 1

]
+

+
3

8

K0K
′′
0 + (K ′0 − 4)(K ′0 − 3) +

35

9

][(
V0

V

)2/3

− 1

]2

+ . . .

 . (6.73)

В лагранжевому пiдходi згадаємо унiверсальне рiвняння стану (Вiнета
та iнших)

P = 3K0r
2

(
1− 1

r

)
exp

[
1.5(K ′0 − 1)

(
1− 1

r

)]
, (6.74)

де r = V0/V .
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Роздiл 7

Статистичний змiст начал
термодинамiки

7.1 Виведення з умови нормування
канонiчного розподiлу об‘єднаного
першого i другого начал термодинамiки

З умови нормування статистичного розподiлу одержимо

e−
Ψ
θ =

∫
e−

E
θ dΩ, (7.1)

так як функцiя Ψ = Ψ(θ) загальна для всього ансамблю, тобто вона не
залежить вiд координат i iмпульсiв, але може залежати вiд θ. Енергiя
системи E = E(a, θ) при рiвновазi є функцiєю зовнiшнiх параметрiв i
статистичної температури θ. Знайдемо диференцiал лiвої та правої ча-
стин рiвностi (7.1). Для лiвої частини маємо:

d

dθ
e−

Ψ
θ dθ =

−θ dΨ
dθ

+ Ψdθ
dθ

θ2
e−

Ψ
θ dθ =

= e−
Ψ
θ

(
−1

θ

dΨ

dθ
dθ +

Ψ

θ2
dθ

)
=

= e−
Ψ
θ

(
−1

θ
dΨ +

Ψ

θ2
dθ

)
. (7.2)

Введемо позначення

G =

∫
e−

E
θ dΩ. (7.3)

91
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Тодi

dG =
∂G

∂θ
dθ +

∑
k

∂G

∂ak
dak. (7.4)

Для правої частини тепер маємо

dG = d

∫
e−

E
θ dΩ =

1

θ2
dθ

∫
Ee−

E
θ dΩ− 1

θ

∑
k

dak

∫
∂E

∂ak
e−

E
θ dΩ. (7.5)

Далi прирiвняємо правi частини (7.2) i (7.5), що є диференцiалами рiв-
няння (7.1):

e−
E
θ

(
−1

θ
dΨ +

Ψ

θ2
dθ

)
=

1

θ2
dθ

∫
Ee−

E
θ dΩ− 1

θ

∑
k

dak

∫
∂E

∂ak
e−

E
θ dΩ. (7.6)

Помножимо обидвi частини цiєї рiвностi на θe
Ψ
θ i врахуємо, що − ∂E

∂ak
=

Ak. Тодi (7.6) запишеться як

−dΨ +
Ψ

θ
dθ =

1

θ
dθ

∫
Ee

Ψ−E
θ dΩ +

∑
k

dak

∫
Ake

Ψ−E
θ dΩ. (7.7)

Iнтеграли, що входять в цю рiвнiсть є середнiми величинами

Ē =

∫
Ee

Ψ−E
θ dΩ, Āk =

∫
Ake

Ψ−E
θ dΩ. (7.8)

Тому формула (7.7) може бути представлена у виглядi

−dΨ +
Ψ

θ
dθ =

1

θ
Ēdθ +

∑
k

Ākdak. (7.9)

Показник в функцiї канонiчного розподiлу позначимо через η:

η =
Ψ− E
θ

. (7.10)

Його середнє значення для всього ансамблю систем є

η̄ =
Ψ− Ē
θ

, (7.11)

так як Ψ i θ однаковi для усiх систем ансамблю i усереднюється лише
енергiя.
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З рiвняння (7.9) одержуємо

−dΨ +
Ψ− Ē
θ

dθ =
∑
k

Ākdak, (7.12)

або
−dΨ + η̄dθ =

∑
k

Ākdak. (7.13)

З формули (5.24) маємо:
η̄θ = ψ − Ē, (7.14)

так що
η̄dθ + θdη̄ = dΨ− dĒ, (7.15)

звiдки
dΨ = η̄dθ + θdη̄ + dĒ. (7.16)

Пiдставляємо (7.16) в (7.13):

η̄dθ − η̄dθ − θdη̄ − dĒ =
∑
k

Ākdak, (7.17)

звiдки
−θdη̄ = dĒ +

∑
k

Ākdak. (7.18)

Порiвняємо цю формулу з об’єднаним першим i другим началами тер-
модинамiки

TdS = dU +
∑
k

Akdak. (7.19)

Правi частини аналогiчнi одна однiєї. Повну аналогiю можна досягти,
якщо припустити, що диференцiал −dη̄ є аналогом диференцiалу ентро-
пiї dS. Звiдси витiкає, що для статистичної ентропiї маємо:

σ̄ = −η̄ =
Ē −Ψ

θ
. (7.20)

З цього рiвняння витiкає, що

Ψ = Ē − θσ̄, (7.21)

що визначає функцiю Ψ. Вiдоме з термодинамiки рiвняння

F = Ē − TS (7.22)

довершує цю аналогiю. Крiм того, порiвнюючи (7.21) з (7.22), знаходимо

σ̄ = S/k. (7.23)
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7.2 Виведення другого начала
термодинамiки

Запишемо формулу (4.48), що виражає ентропiю через кiлькiсть мi-
кростанiв:

S = k ln Ω(E, a). (7.24)

При цьому мiкростан задається сукупнiстю зовнiшнiх параметрiв a i
енергiєю E. В системах де фiксована не енергiя, а температура, ймо-
вiрностi рiзних станiв знаходяться за допомогою канонiчного розподiлу.
Ентропiя системи в цьому випадку визначається як середня по канонi-
чному розподiлу

S = k ln Ω(E, a). (7.25)

Тодi через внутрiшню енергiю U = Ē ентропiю можна обчислити як

S = k ln Ω(U, a). (7.26)

В результатi ентропiя однозначно виражена як функцiя термодинамiчно-
го стану системи.

Змiнення ентропiї в довiльному рiвноважному процесi дорiвнює

dS =

(
∂

∂E
ln Ω

)
a

dE +

(
∂

∂a
ln Ω

)
E

da. (7.27)

Згiдно з (4.71)
∂

∂E
ln Ω(E, a) =

1

θ
. (7.28)

Тому вираз (7.27) запишемо як

dS =
k

θ
dU +

k

θ
Ada, (7.29)

де

A = θ

(
∂

∂a
ln Ω

)
U

. (7.30)

З формули (7.29) витiкає

dU =
θ

k
dS − Ada. (7.31)

Порiвнюємо з першим началом термодiнамики (2.6) i знаходимо, що

θ

k
dS = δQ, (7.32)
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або
dS =

kδQ

θ
. (7.33)

Бачимо, що злiва стоїть повний диференцiал функцiї стану системи.
Тому величина k

θ
є iнтегруючим множником для кiлькостi теплоти δq.

Також з цих формул знову одержуємо θ = kT . Тодi

dS =
δQ

T
. (7.34)

7.3 Виведення третього начала
термодинамiки

Згiдно з теоремою Нернста ентропiя газу при T = 0K – величина
стала, яка не залежить вiд будь-яких змiнних параметрiв. У багатьох
випадках вона дорiнює нулевi, тому часто її формулюють як

S(T = 0) = 0. (7.35)

З формули Больцмана для ентропiї рiвноважного стану S = k lnWmax,
або, так як при T = 0 енергiя газу повинна бути мiнiмальною, то

lim
T→0

S = k ln Ω(εmin). (7.36)

Всi частинки в системi бозонiв займають найнижчий енергетичний рi-
вень, а в системi фермiонiв частинки займають n найнижчих енергети-
чних рiвнiв.Тодi при T → 0 з вiдомих комбiнаторних виразiв (Додаток
D) одержуємо

WF =
gn!

Nn!(gn −Nn)!
, WB =

(N + g1 − 1)!

N !(g1 − 1)!
. (7.37)

У випадку вiдсутностi виродження взагалi реалiзується (7.31). Для
системи фермiонiв тодi маємо невироджений рiвень i = n, тобто gn = 1.
З першої формули в (7.33) одержуємоWF = 1!

1!0!
= 1. Для системи бозонiв

невиродженим буде основний рiвень g1 = 1 i з другої формули в (7.33)
одержуємо WB = N !

N !0!
= 1. Тобто стан газу фермiонiв або бозонiв визна-

чений однозначно, так як нiякi перестановки частинок у границях однiєї
комiрки не приводять до нового стану газу. Використовуючи формулу
Больцмана одержуємо (7.31).

Якщо кратностi g1 i gn не дорiвнюють одиницi (наприклад, система
частинок зi спiном), то ентропiя при T = 0 може не дорiвнювати нулевi,
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але бути сталою величиною, тобто не залежити вiд тиску, об’єму або
iнших змiнних. У випадку системи фермiонiв

S(T = 0) = k ln
gn!

Nn!(gn −Nn)!
(7.38)

i використовуючи формулу Стiрлiнга знаходимо

S(T = 0) = k [gn ln gn −Nn lnNn − (gn −Nn) ln(gn −Nn)]. (7.39)

Якщо рiвень i = n заповнений повнiстю Nn = gn, то

S(T = 0) = −k(gn −Nn) ln(gn −Nn), (7.40)

що приводить до невизначеностi 0·∞, яка за допомогою правiла Лопiталя

lim
x→+0

(x · lnx) = lim
x→+0

lnx

x−1
= lim

x→+0

1
x

− 1
x2

= − lim
x→+0

x = 0 (7.41)

приводить до спiвпадiння з попереднiм результатом. Якщо рiвень i = n
недозаповнений, то

S(T = 0) 6 kgn ln gn. (7.42)

У випадку системи бозонiв маємо

S(T = 0) = k ln
(N + g1 − 1)!

N !(g1 − 1)!
. (7.43)

Тодi, використовуючи формулу Стiрлiнга, знаходимо

S(T = 0) = k [(N+g1−1) ln(N+g1−1)−N lnN−(g1−1) ln(g1−1)] (7.44)

i, враховуючи N � g1, маємо

S(T = 0) = k [(N + g1 − 1) lnN −N lnN ] = k(g1 − 1) lnN. (7.45)

7.4 Рiвнорозподiл енергiї
за ступенями вiльностi

Виведемо теорему про рiвнорозподiл енергiї за ступенями вiльностi з
канонiчного розподiлу. Середнє значення кiнетичної енергiї, що прихо-
диться на одну ступiнь вiльностi за канонiчним розподiлом є

εi =
1

2mi

p̄2
i =

1

2mi

∫
p2
i e
− E
kT dΓ∫

e−
E
kT
dΓ

. (7.46)
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Iнтеграли в чисельнику i знаменнику запишемо як∫
p2
i e
− E
kT dΓ =

∫
p2
i e
− p2i

2mkT dpi

∫
e−

E
kT

+
p2i

2mkT dΓ∗, (7.47)

∫
e−

E
kT dΓ =

∫
e−

p2i
2mkT dpi

∫
e−

E
kT

+
p2i

2mkT dΓ∗, (7.48)

де в dΓ∗ виключений диференцiал dpi, так як по змiннiй pi iнтегрування
проводиться окремо, а енергiя є

E =
∑
i

p2
i

2mi

+ U. (7.49)

Другi множники в виразах справа в (7.47) i (7.48) дорiвнюють один одно-
му i тому

ε̄i =
1

2mi

∫
p2
i e
− p2i

2mikT dΓ∫
e
−

p2
i

2mikT dΓ

. (7.50)

Згiдно з Додатком С.2 iнтеграли мають значення:

+∞∫
−∞

p2
i e
− p2i

2mikT dpi =

√
π

2
(2mikT )3/2 (7.51)

i
+∞∫
−∞

e
− p2i

2mikT dpi =
√

2πmikT . (7.52)

Пiдстановка в (7.50) дає

εi =
1

2mi

√
π

2
(2mikT )3/2 1√

2πmikT
=

1

2
kT. (7.53)

7.4.1 Застосування теореми в класичнiй теорiї тепло-
ємностi

Серед прикладень теореми про рiвний розподiл енергiї за ступенями
вiльностi згадаємо лише визначення теплоємностi багатоатомного газу.
У тривимiрному просторi вважаємо, що молекула має три поступальнi,
три обертальнi та f коливальних ступенiв вiльностi. При малих зсувах
вiд положення рiвноваги усi коливання можна вважати гармонiчними. У
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цьому випадку потенцiальна енергiя, що входить в повну енергiю (7.49),
теж може бути видiлена з загального розрахунку, а так як вона теж
квадратична (але не за iмпульсами, а за загальними координатами), то
аналогiчний пiдрахунок приводить до додавння на кожну ступiнь вiль-
ностi ще по 1

2
kT i враховуючи доданок вiд кiнетичної енергiї загалом по

kT на кожну коливальну ступiнь вiльностi. Тодi для енергiї газу маємо

E = Nε̄ = N

(
3

2
kT +

3

2
kT + fkT

)
= NkT (f + 3), (7.54)

а для теплоємностi

CV =
∂E

∂T
= Nk(f + 3). (7.55)



Роздiл 8

Квантова теорiя теплоємностi
iдеального газу

8.1 Обчислення статистичної суми
за станами однiєї молекули

Запишемо статистичну суму вважаючи, що верхню границю можна
покласти рiвнiй нескiнченностi

Z =
∞∑
E=0

Ω(E)e−
E
kT . (8.1)

Цю статистичну суму можна представити у виглядi добутку статисти-
чних сум окремих частинок, так як в iдеальному газi немає взаємодiї
мiж частинками. Розглянемо спочатку приклад системи, що складається
з двох молекул.

Запишемо статистичну суму такої системи у виглядi

Z =
∞∑
ε=0

Ω(ε)e
−ε1−(ε−ε1)

kT . (8.2)

Врахуємо, що

Ω(ε) =
ε∑

ε1=0

ζ(ε1)ζ(ε− ε1). (8.3)

Тут ε2 = ε− ε1. Одержимо для статистичної суми

Z =
∞∑
ε1=0

∞∑
ε2=0

e−
ε1+ε2
kT . (8.4)
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Так як розглядається квантовий випадок, то для кiлькостi станiв викори-
стовуємо символ ζ, при цьому однаковi як частинки, так i умови, в яких
вони знаходяться i значить ζ1(ε1) = ζ2(ε2) = ζ(ε) Крiм того, у молекул
однаковий спектр енергетичних рiвнiв i тому

Z =

(
∞∑
ε=0

ζ(ε)e−
ε
kT

)2

. (8.5)

Квантовi частинки не лише однаковi, вони – тотожнi, тобто нерозрiзнени-
ми є стани системи при перестановках частинок за квантовими станами.
У випадку двох частинок це приводить до вдвiчi меншох кiлькостi станiв
нiж добуток ζ(ε1)ζ(ε2). Таким чином

Z =
1

2

(
∞∑
ε=0

ζ(ε)e−
ε
kT

)2

. (8.6)

Узагальнимо цей вираз на систему, що складається з N частинок:

Z =
1

N !
(Z1)N =

1

N !

(
∞∑
ε=0

ζ(ε)e−
ε
kT

)N

. (8.7)

Тобто достатньо обчислити суму по станам однiєї молекули

Z1 =
∞∑
ε=0

ζ(ε)e−
ε
kT . (8.8)

8.2 Подiл теплоємностi на складовi
З квантової механiки вiдомо, що поступальний рух молекули як цi-

лого можна вiдокремити вiд внутрiшнього руху. Наближено внутрiшнiй
рух можна представити, розглядаючи окремо коливання ядер i обер-
тання молекули як цiлого. Повну механiчну енергiю частинки в цьому
наближеннi запишемо як

ε = εtr + εvib + εrot. (8.9)

Вiдповiдно, статистична сума

Z = ZtrZvibZrot, (8.10)

де

Ztr =
∞∑
ε=0

Ωtr(ε)e
− ε
kT , (8.11)
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Zvib =
∞∑
ε=0

Ωvib(ε)e
− ε
kT , (8.12)

Zrot =
∞∑
ε=0

Ωrot(ε)e
− ε
kT . (8.13)

В квантовому випадку для N частинок статистична сума буде

Z =
1

N !
(ZtrZvibZrot)

N . (8.14)

Теплоємнiсть газу знаходимо з формули

CV =

(
∂U

∂T

)
V

. (8.15)

Внутрiшня енергiя, що виражена через статистичну суму, є

U = kT 2 ∂

∂T
lnZ. (8.16)

Її представимо як суму енергiй поступального, коливального i оберталь-
ного руху частинок

U = Utr + Uvib + Urot. (8.17)

Для цих величин запишемо спiввiдношення:

Utr = kT 2 ∂

∂T
ln

1

N !
(Ztr)

N , (8.18)

Uvib = NkT 2 ∂

∂T
lnZvib, (8.19)

Urot = NkT 2 ∂

∂T
lnZrot. (8.20)

Для теплоємностi маємо суму

CV = Ctr + Cvib + Crot, (8.21)

де

Ctr =
∂Utr
∂T

, (8.22)

Cvib =
∂Uvib
∂T

, (8.23)

Crot =
∂Urot
∂T

. (8.24)



102 РОЗДIЛ 8. КВАНТОВА ТЕОРIЯ ТЕПЛОЄМНОСТI ГАЗУ

8.3 Поступальний рух
При поступальному русi рiвнi енергiї квазiнеперервнi, тому можемо

перейти вiд статистичної суми до статистичного iнтегралу

Ztr =

∞∫
0

e−
ε
kT dΩ(ε), (8.25)

де

dΩ =
dΓ

(2π~)f
(8.26)

– кiлькiсть квантових станiв.
Переходимо до iнтегрування за загальними координатами та iмпуль-

сами:
Ztr =

∫
e−

ε(q,p)
kT

dqdp

(2π~)f
. (8.27)

Для поступального руху ε = p2

2m
, f = 3. В декартових координатах (8.27)

приймає вигляд

Ztr =
1

(2π~)3

∫
e−

p2

2mkT dxdydzdpxdpydpz =

=
1

(2π~)3

∫
dxdydz

+∞∫
−∞

e−
p2x

2mkT dpx

+∞∫
−∞

e−
p2y

2mkT dpy

+∞∫
−∞

e−
p2z

2mkT dpz =

=
V

(2π~)3
(2πmkT )3/2 =

(
mkT

2π~2

)3/2

V. (8.28)

З (8.18) i (8.22) одержуємо

Ctr =
∂

∂T

[
kT 2 ∂

∂T
ln

1

N !

(
mkT

2π~2

) 3N
2

V N

]
=

=
∂

∂T

[
kT 2 3N

2

1

T

]
=

∂

∂T

[
3

2
kTN

]
=

3

2
kN. (8.29)

8.4 Коливальний рух
У якостi моделi такого руху вiзьмемо гармонiчний осцилятор з ча-

стотою ω. Рiвнi енергiї одновимiрного осцилятора не виродженi, тобто
Ωvib(ε) = 1. Значення енергiї вiдомi з квантової механiки:

εn = ~ω
(
n+

1

2

)
; n = 0, 1, . . . (8.30)
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Тодi коливальна статистична сума є

Zvib =
∞∑
n=0

e−
~ω
kT (n+ 1

2) = e−
~ω

2kT

∞∑
n=0

e−
~ωn
kT . (8.31)

Застосуємо формули суми нескiнченної спадної геометричної прогресiї
для обчислення цiєї суми:

Zvib =
e−

~ω
2kT

1− e− ~ω
kT

. (8.32)

Введемо позначення θ = ~ω
k
. Цей параметр називається характеристи-

чною температурою. Пiдставляючи його в (8.32), одержимо

Zvib =
e−

θ
2T

1− e− θ
T

=
1

e
θ

2T − e− θ
2T

=
1

2 sh θ
2T

. (8.33)

Враховуючи (8.19) i (8.23), знаходимо для теплоємностi:

Cvib =
∂

∂T

[
NkT 2 ∂

∂T
ln

1

2 sh θ
2T

]
=

= −Nk ∂

∂T

[
T 2 cth

θ

2T

(
− θ

2T 2

)]
= Nk

θ

2

∂

∂T
cth

θ

2T
=

=
kN

4

(
θ

T

)2
1

sh2 θ
2T

. (8.34)

Коливальна теплоємнiсть – складна функцiя температури. Розглянемо
граничнi випадки. При T � θ маємо sh θ

2T
≈ θ

2T
i тодi

Cvib =
kN

4

(
θ

T

)2
4T 2

θ2
= kN. (8.35)

При T � θ маємо

sh
θ

2T
=
e
θ

2T − e− θ
2T

2
≈ 1

2
e−

θ
2T (8.36)

i тодi

Cvib =
kN

4

(
θ

T

)2
4

e
2θ
2T

= kN

(
θ

T

)2

e−
θ
T . (8.37)

При T = 0 маємо Cvib = 0. Зауважимо, що при кiмнатних i ще нижчих
температурах коливальною теплоємнiстю можна знехтувати.



104 РОЗДIЛ 8. КВАНТОВА ТЕОРIЯ ТЕПЛОЄМНОСТI ГАЗУ

8.5 Обертальний рух
Двухатомна молекула подiбна до квантового ротатора з постiйним

моментом iнерцiї. З квантової механiки вiдомо, що енергiя ротатора при-
ймає дискретний ряд значень:

εj =
~2

2M
j(j + 1); j = 0, 1, 2, . . . (8.38)

де M – момент iнерцiї вiдносно центра мас системи. Рiвнi енергiї виро-
дженi, так як при заданiй енергiї (i моментi iмпульсу) може бути (2j+1)
станiв з рiзною проекцiєю моменту iмпульсу:

Zrot =
∞∑
j=0

e−
~2j(j+1)

2MkT . (8.39)

Введемо характеристичну температуру θ = ~2

2Mk
.

При T � θ рiвнi енергiї можна вважати квазiнеперервними, так як
iнтервали мiж рiвнями виявляються набаго менше нiж kT . У цьому ви-
падку пiдсумовування наближенно замiнюється iнтегруванням:

Zrot ≈
∞∫

0

(2j + 1)e−
θ
T
j(j+1)dj =

[
x = j(j + 1)

dx = (2j + 1)dj

]
=

=

∞∫
0

e−
θ
T
xdx =

T

θ
. (8.40)

Використовуємо (8.20) i (8.24) для знаходження обертальної теплоємно-
стi

Crot =
∂

∂T

[
NkT 2 ∂

∂T
ln
T

θ

]
=

=
∂

∂T

[
NkT 2 θ

T

∂

∂T

T

θ

]
=

∂

∂T
[NkT ] = Nk. (8.41)

При T � θ в сумi (8.39) можна залишити лише першi два доданки, а
рештою знехтувати.

Zrot =
∞∑
j=0

(2j + 1)e−
θ
T
j(j+1) ≈ 1 + 3e−

2θ
T (8.42)

Для теплоємностi тепер будемо мати вираз

Crot =
∂

∂T

[
NkT 2 ∂

∂T
ln
(

1 + 3e−
2θ
T

)]
. (8.43)
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Враховуючи формулу ln
(

1 + 3e−
2θ
T

)
≈ 3e−

2θ
T i iнтегруючи, одержимо

Crot =
∂

∂T

[
NkT 2 3e−

2θ
T

∂

∂T

(
−2θ

T

)]
=

=
∂

∂T

[
6Nkθ e−

2θ
T

]
= 6Nkθ e−

2θ
T

2θ

T 2
=

= 12Nk

(
θ

T

)2

e−
2θ
T . (8.44)

При T → 0 маємо Crot → 0.
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Роздiл 9

Квантовi розподiли

9.1 Розподiл Фермi–Дiрака

9.1.1 Виведення статистичного
розподiлу Фермi–Дiрака
з великого канонiчного розподiлу

Для того, щоб обчислити середнє значення кiлькостi частинок n̄α в
одночастинковому станi α зручно використати великий канонiчний роз-
подiл Гiббса. Прикладемо його до системи, що складається з усiх атомiв
газу, що знаходяться в квантовому станi α. Решта утворює термостат.
Ймовiрнiсть того, що дана пiдсистема має n частинок i енергiю ε дорiв-
нює

W (ε, n) =
Ω(ε, n)e

µn−ε
kT∑

ε

∑
n Ω(ε, n)e

µn−ε
kT

. (9.1)

Так як усi частинки у станi α мають однакову енергiю εα, енергiя
даної пiдсистеми буде

ε = nεα. (9.2)
Крiм того, не важливо, якi саме з n частинок з N можливих входять в
систему, що дослiджується. Кожному набору з n атомiв з-за тотожностi
частинок вiдповiдає один i лише один стан пiдсистеми. Тому Ω(ε, n) =
Ω(n) = 1. Звiдси витiкає

W (ε, n) = W (n) =
e
µ−εα
kT

n∑
n e

µ−εα
kT

n
. (9.3)

Для розрахунку n̄α скористаємося формулою

N = kT
∂

∂µ
lnG. (9.4)
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Потенцiйну енергiю запишемо як

U = kT 2 ∂

∂T
lnG+ µN. (9.5)

Згiдно (9.3) велика статистична сума має вигляд

G =
∑
n

e
µ−εα
kT

n. (9.6)

Тому

n̄α = kT
∂

∂µ
ln
∑
n

e
µ−εα
kT

n (9.7)

або, якщо ввести нову змiнну

x = e
µ−εα
kT (9.8)

одержимо

n̄α = kT
∂

∂µ
ln
∑
n

xn. (9.9)

Границi для кiлькостi частинок у системi для системи фермiонiв не пе-
ревищують одиницi (не бiльше однiєї частинки в кожному квантовому
станi). Нижня границя, очевидно, дорiвнює нулевi.

n̄α = kT
∂

∂µ
ln

1∑
n=0

xn = kT
∂

∂µ
ln
(

1 + e
µ−εα
kT

)
(9.10)

i тодi
n̄α = kT

1

1 + e
µ−εα
kT

· 1

kT
e
µ−εα
kT =

1

e
εα−µ
kT + 1

. (9.11)

Ця формула визначає розподiл Фермi – Дiрака.

9.1.2 Виведення статистичного
розподiлу Фермi–Дiрака
з принципу максимума ентропiї

Припустимо, що маємо систему з N частинок, наприклад, одноатом-
ний iдеальний газ певного об’єму, на який не впливають зовнiшнi поля.
Нехай в i-ому станi знаходиться ni частинок. Квантовi стани подiлимо
на групи за значеннями енергiї. Енергiя всiх частинок в α-iй групi дорiв-
нює εα, в цю групу входять gα станiв i Nα частинок. Кiлькiсть способiв,
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яким можна розподiлити частинки по енергiям визначається (Додаток
D.1, формула (D.2)) як

Ωα =
gα!

Nα!(gα −Nα)!
. (9.12)

Тому повна кiлькiсть мiкростанiв для фермiонного газу дорiвнює

Ω =
∏
α

Ωα =
∏
α

gα!

Nα!(gα −Nα)!
. (9.13)

Використовуємо формулу Больцмана для ентропiї

S = k lnWT = k ln Ω. (9.14)

Статистична вага стану виражається формулою (9.13). Тодi для ентропiї
маємо

S = k
∑
α

{ln gα!− lnNα!− ln(gα −Nα)!} . (9.15)

Якщо виконуються нерiвностi gα � 1, Nα � 1 i gα � Nα, то, враховуючи
lnx! = x lnx− x, з достатньою точнiстю маємо

S = k
∑
α

{gα ln gα − gα −Nα lnNα +Nα −

− (gα −Nα) ln(gα −Nα) + gα −Nα} . (9.16)

Спрощуємо цей вираз

S = k
∑
α

{gα ln gα −Nα lnNα − (gα −Nα) ln(gα −Nα)} . (9.17)

Для знаходження розподiлу частинок в рiвноважному стан системи
треба знайти максимум ентропiї, що залежить вiд всiх Nα. Тобто знайти
∂S
∂Nα

= 0. Також треба врахувати закони збереження кiлькостi частинок
i збереження енергiї:∑

α

Nα = N,
∑
α

εαNα = E, (9.18)

з яких витiкають умови∑
α

δNα = 0,
∑
α

εαδNα = 0. (9.19)
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Диференцiюємо (9.17) по Nα i прирiвнюємо результат до нуля.

k
∑
α

{
− lnNα −

Nα

Nα

− (−1) ln(gα −Nα − (−1)
gα −Nα

gα −Nα

}
δNα = 0 (9.20)

i далi скорочуємо до виразу∑
α

{ln(gα −Nα)− lnNα} δNα = 0. (9.21)

Якщо б усi δNα були незалежними, то значення Nα можна було б
знайти, прирiвнюючи нулевi коефiцiєнти при δNα у спiввiдношеннi (9.21),
але ще треба врахувати обмеження, що витiкають з (9.19). Помножимо
перше з них на довiльну сталу γ, а друге – на β i складемо з рiвнiстю
(9.21), Одержуємо∑

α

{ln(gα −Nα)− lnNα + γ + βεα} δNα = 0. (9.22)

Всi δNα тепер можна вважати незалежними i тодi треба прирiвняти до
нуля коефiцiєнти при δNα в (9.22). Звiдки знаходимо

ln
gα −Nα

Nα

= −γ − βεα (9.23)

i тодi
gα
Nα

= e−γ−βεα + 1. (9.24)

Звiдси витiкають значення чисел Nα, при яких досягається максимум
ентропiї фермiонного газу:

Nα =
gα

e−γ−βεα + 1
. (9.25)

Середня кiлькiсть частинок, що приходиться на один квантовий стан,
буде

n̄α =
Nα

gα
=

1

e−γ−βεα + 1
. (9.26)

Знов приходимо до розподiлу Фермi–Дiрака.

9.1.3 Ентропiя системи фермiонiв

Скористаємося формулою (9.17) для ентропiї фермi-газу

S = k
∑
α

{gα ln gα −Nα lnNα − (gα −Nα) ln(gα −Nα)} (9.27)
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i введемо величину
xα = e−γ−βεα . (9.28)

Знаходимо для величин, що нас цiкавлять в (9.27)

Nα =
gα

xα + 1
, (9.29)

gα −Nα =
gαxα
xα + 1

. (9.30)

Тепер можемо переписати (9.27) як

S = k
∑
α

{
gα ln gα −

gα
xα + 1

ln
gα

xα + 1
− gαxα
xα + 1

ln
gαxα
xα + 1

}
. (9.31)

Проводимо подальшi перетворення

S = k
∑
α

{(
gα(xα + 1)

xα + 1
− gα
xα + 1

− gαxα
xα + 1

)
ln gα+

+

(
gα

xα + 1
+

gαxα
xα + 1

)
ln(xα + 1)− gαxα

xα + 1
lnxα

}
. (9.32)

Групуємо доданки

S = k
∑
α

{
gα ln(xα + 1)− gα lnxα +

gα
xα + 1

lnxα

}
. (9.33)

Так як
lnxα = −γ − βεα, (9.34)

то для ентропiї фермi-газу одержимо

S = k
∑
α

{
−(γ + βεα)gα

xα + 1
+ gα ln

(
1 +

1

xα

)}
. (9.35)

Якщо врахувати вирази для загальної кiлькостi частинок i енергiї∑
α

gα
xα + 1

= N,
∑
α

εαgα
xα + 1

= E, (9.36)

то остаточно маємо

S = −kγN − kβE + k
∑
α

gα ln
(
1 + eγ+βεα

)
. (9.37)
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9.2 Розподiл Бозе–Айнштайна

9.2.1 Виведення статистичного
розподiлу Бозе–Айнштайна
з великого канонiчного розподiлу

На вiдмiну вiд розподiлу для фермiонiв кiлькiсть частинок в систе-
мi бозонiв у будь-якому станi необмежена. Якщо N � 1, то вважають,
що можна покласти замiсть верхньої границi нескiнченнiсть. Виходячи
з формули (9.9) запишемо

n̄α = kT
∂

∂µ
ln
∞∑
n=0

xn. (9.38)

Ряд в (9.37) стає нескiнченною геометричною прогресiєю з початковим
з початковим членом 1 i знаменником x:

∞∑
n=0

xn =
1

1− x
=

1

1− eµ−εαkT

. (9.39)

Звiдси

n̄α = kT
∂

∂µ
ln

(
1

1− eµ−εαkT

)
=

= −kT 1

1− eµ−εαkT

(
− 1

kT

)
e
µ−εα
kT =

1

e
εα−µ
kT − 1

. (9.40)

Ця формула називається розподiлом Бозе – Айнштайна.

9.2.2 Виведення статистичного
розподiлу Бозе–Айнштайна
з принципу максимума ентропiї

Кiлькiсть способiв, яким можна розподiлити частинки по енергiям
визначається (Додаток D.2, формула (D.5)) як

Ωα =
(Nα + gα − 1)!

Nα!(gα − 1)!
. (9.41)

Тому повна кiлькiсть мiкростанiв для фермiонного газу дорiвнює

Ω =
∏
α

Ωα =
∏
α

(Nα + gα − 1)!

Nα!(gα − 1)!
. (9.42)
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Використовуємо формулу Больцмана для ентропiї

S = k lnWT = k ln Ω. (9.43)

Статистична вага стану виражається формулою (9.42). Тодi для ентропiї
маємо

S = k
∑
α

{ln(gα +Nα − 1)!− lnNα − ln(gα − 1)!} . (9.44)

Будемо вважати, що всi Nα � 1 i всi gα � 1. Знов користуємось форму-
лою Стiрлiнга lnx! = x lnx− x i знаходимо для ентропiї

S = k
∑
α

{(Nα + gα) ln(Nα + gα) −

− Nα − gα −Nα lnNα +Nα − gα ln gα + gα } . (9.45)

Спрощуємо цей вираз:

S = k
∑
α

{(Nα + gα) ln(Nα + gα)−Nα lnNα − gα ln gα} . (9.46)

Умова екстремума δS = 0. Знов, як i випадку для фермiонiв, треба зна-
ходити ∂S

∂Nα
= 0 при тих самих додаткових умовах:∑

α

Nα = N,
∑
α

εαNα = E, (9.47)

з яких витiкають потрiбнi в подальших перетвореннях суми варiацiй∑
α

δNα = 0,
∑
α

εαδNα = 0. (9.48)

Диференцiюємо (9.46) за Nα i результат прирiвнюємо нулевi

k
∑
α

{
ln(Nα + gα) +

Nα + gα
Nα + gα

− lnNα −
Nα

Nα

}
δNα = 0. (9.49)

Пiсля спрощеня маємо∑
α

{ln(Nα + gα)− lnNα} δNα = 0. (9.50)

Враховуємо (9.48) з вiдповiдними коефiцiєнтами i додаємо до (9.51):∑
α

{
ln
Nα + gα
Nα

+ γ + βεα

}
δNα = 0. (9.51)
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Так як усi δNα незалежнi, то прирiвнюємо до нуля коефiцiєнти при них
i знаходимо

ln
Nα + gα
Nα

+ γ + βεα = 0. (9.52)

Звiдки маємо
Nα + gα
Nα

= e−γ−βεα (9.53)

i потiм
Nα =

gα
e−γ−βεα − 1

. (9.54)

Середня кiлькiсть частинок, що приходиться на один квантовий стан,
дорiвнює

n̄α =
Nα

gα
=

1

e−γ−βεα − 1
. (9.55)

Це є розподiл Бозе–Айнштайна

9.2.3 Ентропiя системи бозонiв

Скористаємося формулою (9.46) для ентропiї бозе-газу

S = k
∑
α

{(Nα + gα) ln(Nα + gα)−Nα lnNα − gα ln gα} . (9.56)

Аналогiчно випадку фермi-газу вводимо допомiжну величину

xα = e−γ−βεα (9.57)

i знаходимо для потрiбних величин вирази

Nα =
gα

xα − 1
, (9.58)

Nα + gα =
gαxα
xα − 1

. (9.59)

Тепер можемо переписати (9.56) як

S = k
∑
α

{
gαxα
xα − 1

ln
gαxα
xα − 1

− gα
xα − 1

ln
gα

xα − 1
− gα ln gα

}
. (9.60)

Перетворюємо цей вираз далi як

S = k
∑
α

{(
gαxα
xα − 1

− gα
xα − 1

− gα
)

ln gα +
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+
gαxα
xα − 1

lnxα +

(
gα

xα − 1
− gαxα
xα − 1

)
ln(xα − 1)

}
. (9.61)

Групуємо доданки

S = k
∑
α

{
gαxα
xα − 1

lnxα − gα ln(xα − 1)

}
. (9.62)

Так як
lnxα = −γ − βεα, (9.63)

то для ентропiї бозе-газу одержимо

S = k
∑
α

{
gα

xα − 1
lnxα + gα lnxα − gα ln(xα − 1)

}
, (9.64)

що зручнiше представити як

S = k
∑
α

{
−(γ + βεα)gα

xα − 1
− gα ln

(
1− 1

xα

)}
. (9.65)

Якщо врахувати вирази для загальної кiлькостi частинок i енергiї∑
α

gα
xα − 1

= N,
∑
α

εαgα
xα − 1

= E, (9.66)

то остаточно маємо

S = −kγN − kβE − k
∑
α

gα ln
(
1− eγ+βεα

)
. (9.67)

9.2.4 Об’єднане I i II начала термодинамiки для кван-
тових систем

Формули для ентропiї квантових iдеальних газiв можна записати у
виглядi одного спiввiдношення:

S = −kγN − kβE ± k
∑
α

gα ln
(
1± eγ+βεα

)
, (9.68)

де знак ’+’ вiдповiдає фермiонам, а знак ’–’ – бозонам.
Обчислимо похiднi вiд ентропiї

(
∂S
∂γ

)
β,V

i
(
∂S
∂β

)
γ,V

. Обчислимо цi ве-

личини. Спочатку знаходимо(
∂S

∂γ

)
β,V

= −kN − kγ
(
∂N

∂γ

)
β,V

−
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− kβ

(
∂E

∂γ

)
β,V

± k
∑
α

gα
1± eγ+βεα

(
±eγ+βεα

)
(9.69)

Так як
N = ±

∑
α

gα
1± eγ+βεα

(
±eγ+βεα

)
, (9.70)

то (
∂S

∂γ

)
β,V

= −kγ
(
∂N

∂γ

)
β,V

− kβ
(
∂E

∂γ

)
β,V

. (9.71)

Тепер обчислимо(
∂S

∂β

)
γ,V

= −kγ
(
∂N

∂β

)
γ,V

− kE−

− kβ

(
∂E

∂β

)
γ,V

± k
∑
α

gα
1± eγ+βεα

(
±εαeγ+βεα

)
. (9.72)

Так як
E = ±

∑
α

gα
1± eγ+βεα

(
±εαeγ+βεα

)
, (9.73)

то (
∂S

∂β

)
γ,V

= −kγ
(
∂N

∂β

)
γ,V

− kβ
(
∂E

∂β

)
γ,V

. (9.74)

Помножимо (9.71) на dγ, а (9.74) на dβ i складемо одержанi вирази:(
∂S

∂γ

)
β,V

dγ +

(
∂S

∂β

)
γ,V

dβ = −γk

[(
∂N

∂γ

)
β,V

dγ +

(
∂N

∂β

)
γ,V

dβ

]
−

− βk

[(
∂E

∂γ

)
β,V

dγ +

(
∂E

∂β

)
γ,V

dβ

]
.(9.75)

або
dS(V ) = −kγdN(V ) − kβdE(V ). (9.76)

Згадаємо основну термодинамiчну рiвнiсть (об’єднане перше та друге
начала), але з урахуванням змiнної кiлькостi частинок

TdS = dU + PdV − µdN. (9.77)

При цьому треба врахувати, що V = const, тодi

TdS = dU − µdN. (9.78)
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Цей вираз запишемо як

dS =
dU − µdN

T
= −µ

T
dN(V ) +

1

T
dU(V ). (9.79)

Порiвнюючи з (9.76) знаходимо

γ =
µ

kT
, β = − 1

kT
. (9.80)

Остаточно розподiли фермi i бозе частинок мають вигляд

n̄α =
1

e
εα−µ
kT ± 1

. (9.81)

9.2.5 Фотонний газ

Фотони зi спiном, що дорiвнює одиницi описуються статистикою Бозе–
Айнштайна. Фотони випромiнюються i поглинаються без будь-яких обме-
жень, тому їхня кiлькiсть не фiксована. Розглянемо рiвноважне випро-
мiнення, тобто фотонний газ в станi рiвноваги. Стан рiвноважного ви-
промiнення повнiстю визначається температурою, вiд якої i залежать всi
внутрiшнi параметри даної системи. Середнє число фотонiв знаходимо
за допомогою середнiх чисел заповнення

N̄ =
∞∑
α

1

e
εα−µ
kT − 1

. (9.82)

Кiлькiсть коливань в iнтервалi частот для електромагнiтного випромi-
нення

dN(ω) =
ω2V

π2c3
dω. (9.83)

Якщо врахувати
ε = ~ω, (9.84)

то одержимо

dN(ε) = V
ε2dε

π2c3~3
. (9.85)

Тодi

N̄ =

∞∫
0

V

π2c3~3

ε2dε

e
εα−µ
kT − 1

(9.86)

є функцiєю лише температури, але у виразi (9.86) є також параметр µ.
Тому потрiбно покласти

µ = 0, (9.87)
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щоб кiлькiсть фотонiв не залежала вiд µ. Для фотонного газу середнє
число фотонiв з данною енергiєю ε визначається як

nε =
1

e
ε
kT − 1

. (9.88)

Використовуючи формули (9.85) i (9.88), одержимо

u(ε)dε = εnεdN(ε) =
V

π2c3~3

ε3dε

e
ε
kT − 1

, (9.89)

або, враховуючи (9.84),

u(ω)dω =
V ~ω3dω

π2c3
(
e

~ω
kT − 1

) . (9.90)

Тобто одержуємо вiдому формулу Планка.

9.2.6 Бозе-конденсат

Середнє число частинок, що мають енергiї вiд ε до ε+ dε є

dn =
dN(ε)

e
ε−µ
kT − 1

, (9.91)

де dN(ε) – кiлькiсть енергетичних рiвней в даному iнтервалi. Обчислю-
ючи кiлькiсть рiвнiв в iмпульсному просторi

dN(p) = 4πp2dp
V

(2π~)3
=

p2dp

2π2~3
V, (9.92)

перейдемо до енергiї ε = p2

2m
, звiдки p2dp =

√
2m3εdε i для кiлькостi

енергетичних рiвнiв в енергетичному просторi одержимо

dN(ε) =

√
2m3V

2π2~3

√
εdε. (9.93)

Iнтегруємо (9.90) вiд нуля до нескiнченностi i знаходимо

N =

√
2m3V

2π2~3

∞∫
0

√
ε dε

e
ε−µ
kT − 1

, (9.94)

звiдки можна знайти хiмiчний потенцiал µ.
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Так як i середнє число частинок dn, i кiлькiсть енергетичних рiвнiв
dN додатнi, то

µ < 0, (9.95)

так як iнакше при 0 < ε < µ знаменник в (9.89) вiд’ємний i тому dn
також вiд’ємне, що неприпустимо.

Хiмiчний потенцiал µ монотонно зменшується з ростом температу-
ри. За правилами диференцiювання неявних функцiй одержимо (зручно
перейти до змiнної θ = kT )

∂µ

∂θ
= −

∂
∂θ

∞∫
0

√
ε dε

e
ε−µ
θ −1

∂
∂µ

∞∫
0

√
ε dε

e
ε−µ
θ −1

= −

∞∫
0

ε−µ
θ2

e
ε−µ
θ
√
εdε

(e
ε−µ
θ −1)2

∞∫
0

1
θ
e
ε−µ
θ
√
εdε

(e
ε−µ
θ −1)2

. (9.96)

Але через (9.95) ε − µ > 0, тодi, пiдiнтегральнi вирази в данiй формулi
додатнi при всiх значеннях ε i тому

∂µ

∂θ
< 0. (9.97)

При зменшеннi температури µ може лише зростати вiд бiльш вiд’ємних
значень до бiльш високих, аж до максимального значення µ = 0.

Максимальне, тобто нульове, значення µ, досягається при деякой кри-
тичнiй температурi T0. Якщо покласти в рiвняннi (9.94) µ = 0, то

N =

√
2m3V

2π2~3

∞∫
0

√
ε dε

eε/Θ0−1
=

m3/2V√
2π2~3

θ
3/2
0

∞∫
0

√
xdx

ex − 1
. (9.98)

Iнтеграл в (9.98) наближено дорiвнює

∞∫
0

√
xdx

ex − 1
= 2.31. (9.99)

Для критичної температури маємо

θ0 =
21/3π4/3

(2.31)2/3

~2

m

(
N

V

)2/3

. (9.100)

Ця температура мала, але вона ненульова, тобто iснує область темпера-
тур нижчих за критичну. Для таких температур µ = 0, так як хiмiчний
потенцiал не зменшується при зменшеннi температури через (9.97) i не
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може стати додатним через (9.95). Для θ < θ0 умова (9.94) виконується
лише при кiлькостi частинок N1 меншої за N . Якщо додати ще умову
µ = 0, то (9.94) переходить в (9.98) i тодi

N1

N
=

(
θ

θ0

)3/2

. (9.101)

Так як число частинок в системi постiйно, то вважають, що при θ < θ0

лише N1 частинок з повної кiлькостi N розподiляється за енергетичними
рiвнями у вiдповiдностi з (9.91), тобто як

dn(ε) =
m3/2V√

2π2~3

√
εdε

eε/Θ − 1
=

N1

2.31θ3/2

√
εdε

eε/θ − 1
. (9.102)

Залишок з N − N1 частинок знаходиться на найнижчому рiвнi, тобто
перебуває в конденсованiй фазi. Його називають бозе-конденсатом.

Тобто iдеальний газ, що складається з частинок з цiлим спiном, при
низьких температурах може знаходитися в двох макроскопiчно рiзних
станах або в двох фазах: в звичайнiй газоподiбнiй з розподiлом по рiв-
ням, згiдно з (9.102), i в ’конденсованої’, що знаходиться на найнижчому
можливому рiвнi.



Роздiл 10

Конденсованi тiла

10.1 Твердi тiла

10.1.1 Формула Айнштайна

Якщо не вводити характеристичну температуру, як в п. 8.4 коливаль-
на частина вiльної енергiї буде

Fvib = −NkT lnZvib =
1

2
Nhν +NkT ln

(
1− e−

hv
kT

)
, (10.1)

а ентропiя запишеться як

Svib = −Nk ln
(

1− e−
hv
kT

)
+Nk

hν
kT
e−

hν
kT

1− e− hν
kT

. (10.2)

Звiдки внутрiшня енергiя, яку для врахування тривимiрностi простору
домножимо на 3, має вигляд

Uvib =
3

2
Nhν + 3Nhν

e−
hν
kT

1− e− hν
kT

(10.3)

Здиференцiюємо її за температурою i одержимо

cV = 3Nk

(
hν

kT

)2
e−

hν
kT

1− e− hν
kT

(10.4)

При високих температурах
(
hν
kT
� 1

)
з цього виразу одержуємо закон

Дюлонга i Птi
cV = 3Nk, (10.5)

121
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а при низьких температурах, коли hν
kT
� 1 i e−

hν
kT � 1 маємо

cV = 3Nk

(
hν

kT

)2

e−
hν
kT , (10.6)

тобто при T → 0 теплоємнiсть добiгає нуля, що узгоджується з екс-
периментом, але темп спадання теплоємностi з падiнням температури
зависокий в порiвняннi з експериментальними даними. В пiдходi Айн-
штайна всi атоми твердого тiла коливаються незалежно один вiд одного
з однаковою частотою. Нiякi збурення з боку iнших атомiв не вплива-
ють на коливання будь-якого обраного атому. Такi уявлення приводять
до перекрученої залежностi теплоємностi вiд температури.

10.1.2 Формула Дебая

Спектральна густина нормальних коливань

З теорiї пружностi кiлькiсть коливань певного вигляду

gi(ν)dν = 4πv
ν2

c3
i

dν. (10.7)

В твердому тiлi розповсюджуються три моди коливань: одна поздовжня
i двi поперечнi. Повна кiлькiсть коливань

g(ν)dν = [gl(ν) + 2gt(ν)]dν = 4πvν2

(
1

c3
l

+
2

c3
t

)
dν, (10.8)

де cl - швидкiсть повздовжних, а ct - поперечних коливань. Для спроще-
ння вираз у дужках пов’яжемо з деякою середньою швидкiстю

1

c3
l

+
2

c3
t

=
3

c3
. (10.9)

Тодi

g(ν)dν = 12πv
ν2

c3
dν. (10.10)

В моделi Дебая цей спектр частот обривається при ν = νmax з умовою
нормування на повну кiлькiсть нормальних коливань у кристалi

νmax∫
0

g(ν)dν = 3N. (10.11)
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Iнтегруємо вiдповiдний вираз

12πv

c3

νmax∫
0

ν2dν = 3N, (10.12)

звiдки

ν3
max =

3Nc3

4πv
. (10.13)

З цiєї формули знаходимо

c3 =
4πv

3N
ν3
max (10.14)

i далi

g(ν)dν = 9N
ν2

ν3
max

dν. (10.15)

Тобто спектральна густина нормальних коливань, яка є кiлькiстю нор-
мальних коливань кристала в iнтервалi частот ν i ν + dν, що вiдповiдає
одиничному iнтервалу дорiвнює

g(ν) = 9N
ν2

ν3
max

. (10.16)

Теплоємнiсть твердого тiла

Статистична сума кристалу має вигляд

Z =
3N∏
i=1

zi, (10.17)

де

zi =
e−

hνi
2kT

1− e−
hνi
kT

(10.18)

є статистичною сумою i-того осцилятора в гармонiчному наближеннi.
Прологарифмуємо статистичну суму кристала

lnZ =
3N∑
i=1

ln zi =
3N∑
i=1

ln
e−

hνi
2kT

1− e−
hνi
kT

(10.19)

i перейдемо вiд пiдсумовування до iнтегрування (враховуючи, що N –
велике число):

lnZ =

νmax∫
0

g(ν) ln
e−

hν
2kT

1− e− hν
kT

, (10.20)
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де g(ν) - кiлькiсть коливань, що знаходяться в iнтервалi вiд ν до ν + dν,
треба взяти з (10.16). Тодi

lnZ = − 9N

ν3
max

νmax∫
0

hν3

2kT
dν − 9N

ν3
max

νmax∫
0

ν2 ln
(

1− e−
hν
kT

)
dν =

= −9

8

Nhνmax
kT

− 9N

ν3
max

νmax∫
0

ν2 ln
(

1− e−
hν
kT

)
dν. (10.21)

Введемо характеристичну температуру θ = hνmax
k

i перейдемо до нової
змiнної x = hν

kT
.

lnZ = −9

8
N
θ

T
− 9N

(
h

kθ

)3
xmax∫
0

(
kT

h
x

)2

ln
(
1− e−x

)(kT
h

)
dx =

= −9

8
N
θ

T
− 9N

(
T

θ

)3
θ/T∫
0

x2 ln
(
1− e−x

)
dx. (10.22)

Iнтегруємо за частинами

θ/T∫
0

x2 ln
(
1− e−x

)
dx =

[
u = ln (1− e−x) , dv = x2dx

du = e−x

(1−e−x)
dx, v = x3

3

]
=

=
x3

3
ln
(
1− e−x

)∣∣∣∣θ/T
0

− 1

3

θ/T∫
0

x3 e−x

1− e−x
dx =

=
1

3

(
θ

T

)3

ln
(
1− e−θ/T

)
− 1

3

θ/T∫
0

x3

ex − 1
dx. (10.23)

Тодi маємо

lnZ = −9

8
N
θ

T
− 3N ln

(
1− e−θ/T

)
+ 3N

(
T

θ

)3
θ/T∫
0

x3

ex − 1
dx (10.24)

i вiльна енергiя запишеться як

F = −kT lnZ =

=
9

8
Nkθ + 3NkT ln

(
1− e−θ/T

)
− 3Nk

T 4

θ3

θ/T∫
0

x3

ex − 1
dx. (10.25)
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Звертаючись до диференцiювання iнтегралу за верхньою границею
(Додаток С.1) знаходимо

d

dT

θ/T∫
0

x3

ex − 1
=

(
θ
T

)3

eθ/T − 1

d

dT

(
θ

T

)
= −

θ4

T 5

eθ/T − 1
. (10.26)

Тодi маємо для ентропiї

S =
∂F

∂T
= −3Nk ln

(
1− e−θ/T

)
− 3NkT

−eθ/T

1− e−θ/T
θ

T 2
+

+12Nk

(
T

θ

)3
θ/T∫
0

x3

ex − 1
dx+ 3Nk

T 4

θ3

(
− θ

4

T 5

)
1

eθ/T − 1
=

= −3Nk ln
(
1− e−θ/T

)
+ 12Nk

(
T

θ

)3
θ/T∫
0

x3

ex − 1
dx, (10.27)

для внутрiшньої енергiї

U = F + TS =
9

8
Nkθ + 3NkT ln

(
1− e−θ/T

)
− 3Nk

T 4

θ3

θ/T∫
0

x3

ex − 1
dx−

− 3NkT ln
(
1− e−θ/T

)
+ 12NkT

(
T

θ

)3
θ/T∫
0

x3

ex − 1
dx =

=
9

8
Nkθ + 9Nk

T 4

θ3

θ/T∫
0

x3

ex − 1
dx, (10.28)

для теплоємностi

CV =
∂U

∂T
= 36Nk

(
T

θ

)3
θ/T∫
0

x3

ex − 1
dx− 9Nk

θ

T

1

e
θ
T − 1

. (10.29)

У випадку високих температур, коли T � θ маємо eθ/T ≈ 1 + θ
T

i
ex = 1 + x при x� 1. Для iнтегралу одержуємо

θ/T∫
e

x3

ex − 1
dx =

θ/T∫
0

x2dx =
1

3

(
θ

T

)3

, (10.30)
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а для логарифму

ln
(
1− e−θ/T

)
= ln

θ

T
. (10.31)

Для вiльної енергiї маємо

F = NkT

(
9

8

θ

T
+ 3 ln

θ

T
− 1

)
, (10.32)

для ентропiї

S = Nk

(
4− 3 ln

θ

T

)
, (10.33)

для внутрiшньої енергiї

U = 3NkT

(
1 +

3

8

θ

T

)
≈ 3NkT (10.34)

i для теплоємностi

CV = 36Nk

(
T

θ

)3
1

3

(
θ

T

)3

− 9Nk
θ

T

1

θ/T
= 12Nk − 9Nk = 3Nk, (10.35)

що вiдповiдає закону Дюлонга – Птi.
При низьких температурах, коли T � θ маємо eθ/T → ∞ i 1

eθ/T
→ 0.

Також ln
(
1− e−θ/T

)
= ln 1 = 0. Для iнтегралу у цьому випадку одержу-

ємо (Додаток С.4, формула (С.39))
θ/T∫
0

x3

ex − 1
dx =

π4

15
. (10.36)

При цьому вiльна енергiя є

F =
9

8
Nkθ − 1

5
π4Nk

T 4

θ3
, (10.37)

ентропiя –

S =
4

5
π4Nk

(
T

θ

)
, (10.38)

внутрiшня енергiя –

U =
9

8
Nkθ +

3

5
π4Nk

T 4

θ3
. (10.39)

Для теплоємностi маємо

36Nk

(
T

θ

)3
π4

15
=

12

5
π4Nk

(
T

θ

)3

= aT 3. (10.40)

Теплоємнiсть кристалу при низьких температурах пропорцiйна кубу тем-
ператури, що виражає закон T 3 Дебая.



10.1. ТВЕРДI ТIЛА 127

10.1.3 Метали

Для опису властивостей металiв зручно використовувати модель вiль-
них електронiв. Метал представляє собою гратку з позитивних iонiв i
електронний газ валентних електронiв розмазаних по кристалу. Термо-
динамiчнi характеристики металiв часто визначаються властивостями
електронної пiдсистеми. Опис електронiв в твердих тiлах потребує кван-
тових уявлень.

10.1.4 Вироджений фермi-газ у металах

Електрони в металi мають дискретний спектр. Розподiл електронiв
за енергетичними рiвнями задовiльняє принципу Паулi, тому починаю-
чи з найнижчих рiвнiв на кожному рiвнi розмiщується не бiльш двох
електронiв з-за виродження за спiном. Таким чином електрони мають
статистику розподiлу Фермi – Дiрака i електрони є фермiонами з напiв-
цiлим спiном, а саме s = 1/2, тодi статистична вага g = 2s+ 1 = 2.

N =
2

e
ε−µ
kT + 1

. (10.41)

При T = 0 i ε < µ експонента e
ε−µ
kT обертається в нуль i тодi N = 2,

а коли ε > µ експонента добiгає нескiнченностi i N = 0. В залежностi
розподiлу вiд енергiї виникає так звана сходинка: при T = 0 рiвнi енергiї
заповненi (по два електрони на рiвень) до певної енергiї, вище якої всi
енергетичнi рiвнi вiльнi. Цей найвищий зайнятий енергетичний рiвень
дорiвнює хiмiчному потенцiалу

µ = εmax = εF (10.42)

i називається рiвнем або енергiєю Фермi.
Об’єм фазового простору

dΓ = dx dy dz dpx dpy dpz = dx dy dz p2dp sinϑdϑ dϕ, (10.43)

що обмежений поверхнею Фермi сферичної форми

Γ(εF ) =

∫
V

dV

pmax∫
0

p2dp

π∫
0

sinϑdϑ

2π∫
0

dϕ =
4

3
πV p3

F =
4

3
πV (2mεF )3/2.

(10.44)
Рiвень Фермi знаходимо з умови

Γ(εF )

h3
=
N

2
. (10.45)
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Пiсля пiдстановки маємо

εF =
h2

2m

(
3N

8πV

)2/3

. (10.46)

Також до цього виразу можна прийти розглядаючи заповненi стани
в iмпульсному просторi. Для системи фермiонiв заповненi всi стани вiд
нуля до максимаьного iмпульса pmax. Кiлькiсть квантових станiв в iнтер-
валi iмпульсiв вiд p до p + dp дорiвнює g4πp2 dp V/h3, де g – кратнiсть
спiнового виродження, яку для електронного газу вважаємо g = 2. Об-
числюємо кiлькiсть електронiв з iмпульсами вiд нуля до максимального
значення pmax

N =
8πV

h3

pmax∫
0

p2dp =
8πV

3h3
p3
max. (10.47)

Граничний iмпульс – iмпульс Фермi – одержуємо як

pmax = pF =

(
3N

8πV

)1/3

h (10.48)

Так як кожний рiвень, що не перевищує εF при T = 0 заповнюється
двома електронами, то енергiя всiх електронiв

E0 = 2

εF∫
0

εg(ε)dε. (10.49)

В квазiкласичному наближеннi

g(ε) = 2πV

(
2m

h2

)3/2√
ε. (10.50)

Тодi

E0 = 4πV

(
2m

h2

)3/2
εF∫

0

ε3/2dε =
8

5
πV

(
2m

h2

)3/2

ε
5/2
F . (10.51)

Пiдставляємо εF з (10.46):

E0 =
3

5
NεF . (10.52)
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Теж саме знаходимо iнтегруючи у iмпульсному просторi

E0 =
4πV

mh3

pF∫
0

p4dp =
4πV

5mh3
p5
F . (10.53)

Пiдставляємо (10.48) i приходимо до (10.52).
Середня енергiя електрона дорiвнює

ε̄ =
E0

N
=

3

5
εF . (10.54)

Для електронiв при T = 0 маємо

CV =

(
∂E0

∂T

)
V

= 0. (10.55)

10.1.5 Низькi температури

При низьких температурах

µ

kT
� 1. (10.56)

Вираз для кiлькостi заповнення рiвней (10.41). При T > 0 i ε = µ одер-
жуємо e

ε−µ
kT = 1 i N = 1. Коли ε < µ маємо 0 < e

ε−µ
kT < 1 i при цьому

2 > N > 1, а коли ε > µ маємо 1 < e
ε−µ
kT <∞ i при цьому 1 > N > 0.

Теплоємнiсть

Енергiя електронiв, що займають рiвнi, якi розташованi в iнтервалi
мiж ε i ε+ dε

E =

∞∫
0

εNg(ε)dε = 4πV

(
2m

h2

)3/2
∞∫

0

ε3/2

e
ε−µ
kT + 1

dε. (10.57)

Зробимо замiну змiнної в iнтегралi, а потiм проiнтегруємо за частинами

∞∫
0

ε3/2

e
ε−µ
kT + 1

dε =

[
x = ε−µ

kT

dx = dε
kT

]
= kT

∞∫
−µ/kT

(kTx+ µ)3/2

ex + 1
dx =

=

[
u = 1

ex+1
, dv = (kTx+ µ)3/2dx

du = exdx
(ex+1)2 , v = 2

5
1
kT

(kTx+ µ)5/2

]
=
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=
2

5

(kTx+ µ)5/2

ex + 1

∣∣∣∣∞
−µ/kT

+
2

5

∞∫
−µ/kT

ex

(ex + 1)2
(kTx+ µ)5/2dx =

=
2

5

∞∫
−µ/kT

ex

(ex + 1)2
(kTx+ µ)5/2dx. (10.58)

Враховуючи, що µ
kT
� 1 маємо ex = e

ε−µ
kT ≈ 0 i ex

(ex+1)2 ≈ 0 нижню
границю при iнтегруваннi можна замiнити на −∞. Це означає, що вели-
чина iнтегралу визначається значеннями пiдiнтегрального виразу лише
при малих x. Розвинемо другий множник в пiдiнтегральному виразi

ϕ(x) = (kTx+ µ)5/2 (10.59)

в ряд за ступенями x.

ϕ(x) = ϕ(0) + ϕ′(0)x+
1

2
ϕ′′(0)x2 + . . . =

= µ5/2

[
1 +

5

2
k
T

µ
x+

15

8

(
kT

µ

)2

+ . . .

]
. (10.60)

Для iнтегралу маємо

∞∫
0

ε3/2

e
ε−µ
kT + 1

dε =
2

5
µ5/2

 +∞∫
−∞

ex

(ex + 1)2
dx+

5

2

kT

µ

+∞∫
−∞

xex

(ex + 1)2
dx +

+
15

8

(
kT

µ

)2
+∞∫
−∞

x2ex

(ex + 1)2
dx+ . . .

 . (10.61)

Для першого iнтегралу маємо

+∞∫
−∞

ex

(ex + 1)2
dx = − 1

ex + 1

∣∣∣∣+∞
−∞

= 1. (10.62)

В другому iнтегралi пiдiнтегральний вираз є функцiєю непарною i
тому

+∞∫
−∞

xex

(ex + 1)2
dx = 0. (10.63)
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В третьому iнтегралi

+∞∫
−∞

x2ex

(ex + 1)2
dx = 2

∞∫
0

x2ex

(ex + 1)2
dx (10.64)

представимо пiдiнтегральний вираз у виглядi ряду
x

(x+ 1)2
= x(1− 2x+ 3x2 − 4x3 + 5x4 − . . .) =

= x− 2x2 + 3x3 − 4x4 + 5x5 − . . . . (10.65)

Iнтеграл тодi має вигляд

+∞∫
−∞

x2ex

(ex + 1)2
dx = 2

∞∫
0

(e−x − 2e−2x + 3e−3x − 4e−4x + . . .)dx (10.66)

i користуючись формулою
∞∫

0

x2e−αxdx =
2!

α3
(10.67)

одержуємо

+∞∫
−∞

x2ex

(ex + 1)2
dx = 4

(
1− 1

22
+

1

32
− 1

42
+ . . .

)
=

= 4

[(
1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . .

)
− 2

(
1

22
+

1

42
+

1

62
+ . . .

)]
=

= 4

[
ζ(2)− 2 · 1

22

(
1 +

1

22
+

1

32
+

1

42
+ . . .

)]
=

= 4

[
ζ(2)− 1

2
ζ(2)

]
= 4 · 1

2
ζ(2) = 4

π2

12
=
π2

3
. (10.68)

Пiдставляємо в вихiдне рiвняння

∞∫
0

ε3/2

e
ε−µ
kT + 1

dε =
2

5
µ5/2

[
1 +

5

8
π2

(
kT

µ

)2
]
. (10.69)

Для енергiї маємо

E =
8

5
πV

(
2m

h2

)3/2

µ5/2

[
1 +

5

8
π2

(
kT

µ

)2
]
. (10.70)
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В наближеннi, коли µ ≈ εmax не лише при T = 0, а також враховуючи
умову нормування

8

3
πV

(
2m

h2

)3/2

ε3/2
max = N, (10.71)

одержуємо

E =
3

5
Nµ

[
1 +

5

8
π2

(
kT

µ

)2
]

(10.72)

Для електронної теплоємностi

Cel =

(
∂E

∂T

)
V

=
3

4
π2Nk

(
kT

µ

)
. (10.73)

Тобто теплоємнiсть електронного газу пропорцiйна температурi. Бiльш
точний результат, що не використовує припущення µ ≈ εmax вiдрiзняє-
ться вiд цього результату множником 2/3. Розглянемо цей випадок. В
додатку С.5 обчислюються iнтеграли Mn (C.44) вигляду

Mn =

∞∫
0

εn dε

e(ε−µ)/kT + 1
≈ µn+1

n+ 1

[
1 +

π2n(n+ 1)

6

(
kT

µ

)2
]
. (10.74)

У випадку електронного газу для енергiї i кiлькостi частинок маємо

N =
V

4π(2m/h2)3/2

∞∫
0

ε1/2dε

e(ε−µ)/kT + 1
, (10.75)

E =
V

4π(2m/h2)3/2

∞∫
0

ε3/2dε

e(ε−µ)/kT + 1
. (10.76)

Тобто нас цiкавять два вирази

M1/2 =
2

3
µ3/2

[
1 +

π2

8

(
kT

µ

)2
]
, (10.77)

M3/2 =
2

5
µ5/2

[
1 +

5π2

8

(
kT

µ

)2
]
, (10.78)

за допомогою яких ми знаходимо внутрiшню енергiю

E

N
=
M3/2

M1/2

=
3

5
µ

1 + 5π2

8

(
kT
µ

)2

1 + π2

8

(
kT
µ

)2 , (10.79)
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так як множники перед iнтегралами в (10.75), (10.76) спiвпадають. Ве-
личина (π2/8)(T/µ)2 мала i тодi, користуючись наближеною формулою
1/(1 + x) ≈ 1− x, одержуємо

E

N
=

3

5
µ

[
1 +

π2

2

(
kT

µ

)2
]
. (10.80)

З формули (10.46) для εF i формули (10.79) одержуємо

ε
3/2
F = µ3/2

[
1 +

π2

8

(
kT

µ

)2
]
. (10.81)

Користуючись тим, що величина (π2/8)(T/µ) мала, застосуємо наближе-
ну формулу (1 + x)−2/3 ≈ 1− 2

3
x i покладемо µ ≈ εF в цiй величинi:

µ = εF

[
1− π2

12

(
kT

εF

)2
]
. (10.82)

Пiдставляємо цей вираз в (10.80) i знаходимо

E =
3

5
NεF

[
1 +

5π2

12

(
kT

εF

)2
]
. (10.83)

Тодi для теплоємностi електронного газу маємо

Cel =

(
∂E

∂T

)
V

=
π2

2
N

(
kT

εF

)
. (10.84)

10.1.6 Напiвпровiдники

Зонна теорiя конденсованих тiл

Квантово-механiчнi розрахунки показують, що енергетичнi рiвнi еле-
ктрона в перiодичному полi гратки утворюють систему полос або зон,
що вiдокремленi одна вiд однiєї зонами енергiй, що забороненi. Зони як
дозволених, так i заборонених значень енергiї утворюються з дискретних
рiвнiв атомiв, що складають гратку. Цi атоми знаходяться на вiдстанях,
що дозволяють атомам, а точнiше його пiдсистемам (ядрам, електро-
нам, iонам) взаємодiяти мiж собою i призводити до змiни енергетичного
спектру створенної системи (конденсованого тiла).

Енергетична зона – це сукупнiсть можливих станiв електронiв. Якщо
така зона заповнена повнiстю, то зовнiшнiй вплив не визиває перерозпо-
дiлу електронiв по станам, а тому не впливає на електрони. Якщо зона
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заповнена лише частково, i частина рiвнiв залишається вiльною, то зов-
нiшнiй вплив визиває перерозподiл електронiв за енергiєю i iмпульсами.
В таких системах (конденсованих тiлах) порушується симетрiя розпо-
дiлу електронiв за iмпульсами, з’являється переважний рух в одному
напрямку, виникає електричний струм.

Вiд характеру заповнення енергетичних зон залежать властивостi ре-
човини. Для визначення цього заповнення спочатку треба вирiшити за-
дачу знаходження цих енергетичний зон, що є досить складною обчислю-
вальною проблемою i потребує в квантовому пiдходi вирiшення рiвняння
Шрьодiнгера, або подiбного до нього рiвняння Кона–Шема. Електрони
при T = 0 займають найнижчi квантовi стани до деякої граничної енергiї
– енергiї Фермi (у найпростiшому випадку визначається з (10.46)). Випа-
док, коли енергiя Фермi попадає у середину дозволеної зони, вiдповiдає
металiчному стану речовини. В цьому випадку навiть як завгодно слабке
поле буде викликати перерозподiл електронiв, що знаходяться у верхнiй
межi заповнених рiвнiв. Якщо енергiя Фермi попадає мiж дозволеними
зонами, то речовина має дiелектричнi (iзолюючi) властивостi.

Речовини з вузькою забороненою зоною, у яких електропровiднiсть
з’являється в результатi нагрiвання називаються власними напiвпровiд-
никами. Напiвпровiдниковi властивостi речовини проявляються часто
через домiшки або дефекти гратки, наприклад, через вакансiї. Запов-
нена зона нижче рiвня Фермi називається валентною зоною, вiдповiдно,
незаповнена зона вище рiвня Фермi – зона провiдностi. Окрiм електро-
нiв провiдностi виникає поняття дiркової провiдностi. Дiрки – позитивно
зарядженi вакантнi електроннi стани в майже заповненiй зонi. Якщо за
рахунок, наприклад, домiшок електрони додаються в зону провiдностi
маємо донорний напiвпровiдник, якщо електрони з валентної зони по-
трапляють в заборонену зону, вiдповiдно в валентнiй зонi виникає дiрка
- напiвпровiдник акцепторного типу.

Розподiл електронiв за рiвнями

Введемо позначення εgap для ширини забороненої зони. В цiй зонi
можуть виникати, як донорнi так i акцепторнi рiвнi. Якщо проводити
вiдлiк вiд нижньої межi зони провiдностi i вiдповiдно верхньої межi за-
бороненої зони, то енергiя електрону на донорному рiвнi дорiвнює −εd,
а на акцепторному рiвнi буде −εa. Враховуючи кiнетичну енергiю дiрки
εh енергiю в валентнiй зонi одержуємо як −εgap − εh, де εgap – ширина
забороненої зони. Для енергiї електрона в зонi провiдностi використаємо
позначення ε.

Для електронiв чинний розподiл Фермi – Дiрака, тому ймовiрнiсть
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знайти електрон в даному станi

w(ε) ≡ N̄ =
1

e(ε−µ)/kT + 1
. (10.85)

Якщо в даному станi немає електрону, тобто знаходиться дiрка, то

wh(ε) = 1− w(ε) = 1− 1

e(ε−µ)/kT + 1
=

1

e(µ−ε)/kT + 1
. (10.86)

Для того щоб виначити хiмiчний потенцiал треба врахувати умову
електронейтральностi: кiлькiсть електронiв в зонi провiдностi + кiль-
кiсть електронiв на акцепторних рiвнях = кiлькiсть дiрок у валентнiй
зонi + кiлькiсть дiрок на донорних рiвнях.

Кiлькiсть електронiв в зонi провiдностi дорiвнює

Ncond =

−∞∫
0

2g(ε)dε

e(ε−µ)/kT + 1
. (10.87)

Кiлькiсть електронiв на акцепторних рiвнях складає

Na =
∑
a

1

e−(εa+µ)/kT + 1
. (10.88)

Кiлькiсть дiрок в валентнiй зонi дорiвнює

Nval =

−εgap∫
−∞

2g(εh)dεh
e(µ+εgap+εh)/kT + 1

. (10.89)

Кiлькiсть дiрок на донорних рiвнях складає

Nd =
∑
d

1

e(µ+εd)/kT + 1
. (10.90)

Пiдставимо цi вирази в умову електронейтральностi

Ncond +Na = Nval +Nd (10.91)

i одержимо шукану формулу, з якої можна визначити хiмiчний потенцiал
−∞∫
0

2g(ε)dε

e(ε−µ)/kT + 1
+
∑
a

1

e−(εa+µ)/kT + 1
=

=

−εgap∫
−∞

2g(εh)dεh
e(µ+εgap+εh)/kT + 1

+
∑
d

1

e(µ+εd)/kT + 1
. (10.92)
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Власний напiвпровiдник

Для власного напiвпровiдника в якому вiдсутнi акцепторнi та донорнi
рiвнi умова електронейтральностi має вигляд

Ncond = Nval. (10.93)

Для густин станiв в зонi провiдностi i в валентнiй зонi записуємо як i
густину станiв у металi

g(ε) = 2πV

(
2me

h2

)3/2√
ε (10.94)

i

g(εh) = 2πV

(
2mh

h2

)3/2√
εh, (10.95)

де me i mh – ефективнi маси електрона в зонi провiдностi i дiрки в вален-
тнiй зонi. Будемо вважати, що в зонi провiдностi виконується нерiвнiсть

e−µ/kT � 1, (10.96)

а в валентнiй зонi
e(µ+εgap)/kT � 1. (10.97)

Такий напiвпровiдник називається невиродженим.

Невироджений напiвпровiдник

У випадку невиродженного напiвпровiдника можна знехтувати оди-
ницею у вiдповiдних виразах для кiлькостi електронiв в зонi провiдностi
i дiрок у валентнiй зонi.

Ncond = 4πV

(
2me

h2

)3/2

e
µ
kT

∞∫
0

√
εe−

ε
kT dε =

=

[
ε/kT = x2

√
εdε = 2(kT )3/2x2dx

dε = 2kTxdx

]
=

= 4πV

(
2me

h2

)3/2

e
µ
kT 2(kT )3/2

∞∫
0

x2e−x
2

dx =

= 4πV

(
2me

h2

)3/2

e
µ
kT 2(kT )3/2

√
π

4
=

= 2V

(
2πmekT

h2

)3/2

e
µ
kT . (10.98)
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Аналогiчно маємо

Nval = 4πV

(
2mh

h2

)3/2

e−
µ
kT e−

εgap
kT

∞∫
0

√
εhe
− εh
kT dε =

=

[
εh/kT = x2 √

εhdεh = 2(kT )3/2x2dx
dεh = 2kTxdx

]
=

= 4πV

(
2mh

h2

)3/2

e−
µ+εgap
kT 2(kT )3/2

∞∫
0

x2e−x
2

dx =

= 4πV

(
2mh

h2

)3/2

e−
µ+εgap
kT 2(kT )3/2

√
π

4
=

= 2V

(
2πmhkT

h2

)3/2

e−
µ+εgap
kT . (10.99)

З умови електронейтральностi одержуємо

m3/2
e e

µ
kT = m

3/2
h e−

µ+εgap
kT . (10.100)

Звiдки для хiмiчного потенцiалу маємо

µ = −εgap
2

+
3

4
kT ln

mh

me

. (10.101)

Пiдставляючи хiмiчний потенцiал до виразiв для кiлькостi електронiв
i дiрок знаходимо

Ncond = Nval = 2V

(
2π
√
memhkT

h2

)3/2

e−εgap/2kT . (10.102)

Вироджений напiвпровiдник

Для кiлькостi електронiв в зонi провiдностi i дiрок у валентнiй зонi
маємо

Ncond = 4πV

(
2me

h2

)3/2
∞∫

0

√
εdε

e(ε−µ)/kT + 1
, (10.103)

Nval = 4πV

(
2mh

h2

)3/2
∞∫

0

√
εhdεh

e(µ+εgap+εh)/kT + 1
. (10.104)

Цi iнтеграли приводяться до iнтегралу Фермi F1/2(η).
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Для першого iнтегралу маємо

∞∫
0

√
εdε

e(ε−µ)/kT + 1
=

[
ξ = ε

kT
, dξ = dε

kT
, η = µ

kT

]
=

= (kT )3/2

∞∫
0

ξ1/2 dξ

eξ−η + 1
. (10.105)

Пiдставимо цей результат в (10.103)

Ncond = 4πV

(
2mekT

h2

)3/2
∞∫

0

ξ1/2 dξ

eξ−η + 1
=

= 2V

(
2πmekT

h2

)3/2
2√
π

∞∫
0

ξ1/2 dξ

eξ−η + 1
=

= 2V

(
2πmekT

h2

)3/2

F1/2(η). (10.106)

Для другого iнтегралу введемо позначення

ξ =
εh
kT

, ηh = −µ+ εgap

kT
. (10.107)

Тодi

∞∫
0

√
εhdεh

e(µ+εgap+εh)/kT + 1
= (kT )3/2

√
pi

2

2√
π

∞∫
0

ξ1/2 dξ

eξ−ηh + 1
=

= (kT )3/2

√
π

2
F1/2(ηh) (10.108)

i

Nval = 2V

(
2πmhkT

h2

)3/2

F1/2(ηh). (10.109)

Значення Ncond i Nval треба пiдставити в умову електронейтрально-
стi Ncond = Nval для знаходження хiмiчного потенцiалу, а потiм визна-
чити самi цi кiлькостi електронiв i дiрок з одержаних рiвнянь (10.106),
(10.109).



10.1. ТВЕРДI ТIЛА 139

Напiвпровiдник донорного типу

Якщо заборонена зона досить велика, то електрони в зону провiдностi
можуть потрапляти лише з донорних рiвнiв. Умова електронейтрально-
стi приймає вигляд

Ncond = Nd. (10.110)

Припустимо, що напiвпровiдник невироджений. Кiлькiсть електронiв
в зонi провiдностi тодi визначається (10.98). Також будемо вважати, що
всi донорнi рiвнi однаковi. Кiлькiсть дiрок на донорних рiвнях (10.90) у
цьому випадку складає

Nd =
N0
d

e(µ+εh)/kT + 1
, (10.111)

де N0
d – кiлькiсть донорних центрiв.

Запишемо умову електронейтральностi

2V

(
2πmekT

h2

)3/2

eµ/kT =
N0
d

e(µ+εh)/kT + 1
. (10.112)

Розглянемо два граничних випадка.
1. e(µ+εd)/kT � 1.
Для невиродженого напiвпровiдника eµ/kT � 1. Потрiбно виконання

умови µ+εd
kT
� 1. Так як µ < 0, то εd � |µ| i тодi εd/kT � 1. Тобто

в цьому випадку донорнi рiвнi знаходяться досить далеко вiд нiжнього
края зони провiдностi. Умова електронейтральностi приймає вигляд

2V

(
2πmekT

h2

)3/2

eµ/kT = N0
de
−(µ+εd)/kT . (10.113)

З якого знаходимо хiмiчний потенцiал

µ = −εd
2

+
kT

2
ln

[
N0
d

2V

(
h2

2πmekT

)3/2
]
. (10.114)

Пiдставляємо µ в вираз для Ncond i одержуємо

Ncond

V
=
√

2

(
2π
mekT

h2

)3/4
√
N0
d

V
e−εd/2kT . (10.115)

Бачимо, що концентрацiя електронiв в зонi провiдностi пропорцiйна
квадратному кореню вiд загальної концентрацiї донорних центрiв.

2. e(µ+εd)/kT � 1.
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Знов таки для невиродженого напiвпровiдника eµ/kT � 1, µ < 0. Те-
пер сума µ+ εd також повинна бути вiд’ємною, але εd > 0. Таким чином,
εd не може бути бiльше |µ|. Тобто в цьому випадку донорнi рiвнi знахо-
дяться досить близько до нижнього краю зони провiдностi. Тепер умова
електронейтральностi буде мати вигляд

2V

(
2πmekT

h2

)3/2

eµ/kT = N0
d , (10.116)

звiдки знаходимо хiмiчний потенцiал

µ = kT ln

[
N0
d

2V

(
h2

2πmekT

)3/2
]
. (10.117)

Тобто одержуємо
Ncond = N0

d , (10.118)

що означає, що кiлькiсть електронiв в зонi провiдностi дорiвнює загаль-
нiй кiлькостi донорних центрiв, тобто всi донорнi центри знаходяться в
iонiзованому станi.

Електрони i дiрки в невиродженному
власному напiвпровiднику

У власному напiвпровiднику повна енергiя електронiв та дiрок вира-
жається наступним чином

E = 2

∞∫
0

εw(ε)g(ε)dε+ 2

∞∫
0

(εgap + εh)wh(εh)g(εh)dεh. (10.119)

Перший iнтеграл представляє кiнетичну енергiю електронiв в зонi про-
вiдностi, а друга частина другого iнтегралу

2

∞∫
0

εhwh(εh)g(εh)dε (10.120)

є кiнетичною енергiєю дiрок в валентнiй зонi. Iнтеграл

2εgap

∞∫
0

wh(εh)g(εh)dε (10.121)
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– це енергiя утворення всiх дiрок в валентнiй зонi або електронiв в зонi
провiдностi i має сенс ’потенцiйної’ енергiї всiх дiрок i електронiв.

При тих же самих густинах станiв (10.94) i (10.95) ймовiрнiстi запов-
нення цих рiвнiв для невиродженного напiвпровiдника є

w(ε) =
1

e(ε−µ)/kT + 1
≈ e(µ−ε)/kT (10.122)

для електронiв i

wh(εh) =
1

e(µ+εgap+εh)/kT + 1
≈ e(µ−εgap−εh)/kT (10.123)

для дiрок.
З формул (10.114), (10.117) для хiмiчного потенцiалу знаходимо для

експонент
e
µ
kT = e−

εgap
2kT

(
mh

me

)
, (10.124)

e−
µ
kT = e

εgap
2kT

(
me

mh

)
. (10.125)

Пiдставляємо значення w(ε), wh(εh), g(ε) i g(εh). Використовуємо фор-
мули з додатку С.3:

∞∫
0

ε1/2e−
ε
kT dε =

π

2
(kT )3/2, (10.126)

∞∫
0

ε3/2e−
ε
kT dε =

3

4

√
π(kT )5/2. (10.127)

За допомогою яких можна знайти вирази для енергiї

E = 2V

(
2π
√
memh

h2

)3/2 [
εgap(kT )3/2 + 3(kT )5/2

]
e−εgap/2kT (10.128)

i, диференцiюючи її за температурою, для теплоємностi

CV = 2kV

(
2π
√
memhkT

h2

)3/2

e−εgap/2kT
[

15

2
+ 3

εgap
kT

+
1

2

(εgap
kT

)2
]
.

(10.129)
Ця теплоємнiсть експоненцiйно спадає зi зниженням температури i на-
вiть при кiмнатнiй температурi складає частку вiдсотка вiд теплоємностi
ґратки.
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10.1.7 Розчини замiщення

Основи

У випадку розчинiв, на вiдмiну вiд чистих речовин, з’являється дода-
тковi змiннi, що характеризують склад. Таким чином, обчислення тер-
модинамiчних величин розчину значно ускладнюється. По-перше дода-
тковi к звичайним у таких випадках величинам температури i тиску (або
об’єму) збiльшують об’єм обчислювальної роботи, тобто розрахунки ста-
ють бiльш затратними (потребують додаткових ресурсiв). По-друге, на
вiдмiну вiд об’єму така характеристика системи як склад пов’язана з вi-
домостями про будову системи. Такi вiдомостi для рiдин i газiв не мають
сенсу на будь-який значний промiжок часу, так як атоми, що складають
систему змiнюють свої положення вiдносно один одного i опис такої си-
стеми стає неможливим. У випадку твердого тiла задача значно спрощу-
ється, тому що атоми тривалий час залишаються бiля визначених мiсць
в бiльш-менш правiльнiй просторовiй решiтцi.

В найпростiйших випадках така решiтка, що називається кристалi-
чною, має досить просту i симетричну структуру i складається з атомiв
одного сорту. Утворення кристалiчної гратки визначається взаємодiєю
атомiв, що складають її, тому важливi характеристики такої ґратки -
розташування атомiв у просторi i кiлькiсть рiзних сортiв атомiв. Тому
термодинамiка розчинiв може бути як завгодно складною обчислюваль-
ною задачею при збiльшеннi кiлькостi сортiв атомiв i пониженням симе-
трiї ґратки.

Для спрощення нашого розгляду будемо розглядати лише конфiгу-
рацiйну частину термодинамiчних властивостей, враховувати взаємодiю
лише найближчих сусiдiв i розглядати лише бiнарнi розчини, в яких за-
дiянi лише два сорти атомiв.

Статистична (конфiгурацiйна) сума розчину

Z =
∑
X

g(NA, NB, X)e−
E(NA,NB,X)

kT , (10.130)

де E(NA, NB, X) – конфiгурацiйна енергiя розчину, g(NA, NB, X) – кiль-
кiсть конфiгурацiй розчину. Конфiгурацiї визначаються розташуванням
частинок в кристалiчнiй гратцi розчину.

Енергiя розчину

У розчинах замiщення атоми одного з компонентiв замiщуються ато-
мами iншого. Припустимо, що z – координацiйне число кристалiчної ґра-
тки. Обираємо параметр X таким чином, щоб кiлькiсть пар атомiв A i B,
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що займають сусiднi мiсця в кристалiчнiй ґратцi, тобто кiлькiсть зв’язкiв
A–B, дорiвнювала zX. Число зв’язкiв A–A тодi є

zNA − zX
2

− z(NA −X)

2
, (10.131)

а число зв’язкiв B–B є

zNB − zX
2

− z(NB −X)

2
, (10.132)

де NA i NB – загальна кiлькiсть атомiв A i B у розчинi, вiдповiдно.
Розглянемо взаємодiю мiж атомами, що знаходяться на сусiднiх мiсцях
кристалiчної решiтки. Позначимо енергiю взаємодiї двох атомiв A через
wAA, двох атомiв B через wBB, а атомiв A i B через wAB. Ця енергiя
взаємодiї дорiвнює енергiї, що потрiбна для розриву вiдповiдного зв’язку
з оберненим знаком. Для енергiї розчину тодi маємо

E =
z(NA −X)

2
wAA +

z(NB −X)

2
wBB + zXwAB =

=
zNA

2
wAA +

zNB

2
wBB +

zX

2
(2wAB − wAA − wBB). (10.133)

Введемо позначення

EA =
zN0

2
wAA, (10.134)

EB =
zN0

2
wBB, (10.135)

QAB =
zN0

2
(2wAB − wAA − wBB). (10.136)

В цих формулах прийнято позначення N0 для сталої Авогадро, щоб уни-
кнути плутанини. EA i EB – енергiї чистих А i В при умовi, що вони
мають ту саму будову, що i розчин (мiжатомнi вiдстанi зберiгаються),
QAB – енергiя змiшування.

Енергiя, що необхiдна для видалення одного атому А з чистої речо-
вини А дорiвнює −zwAA, а одного атому В з чистої речовини В дорiвнює
−zwBB. При внесеннi атому А на мiсце, що займав атом В у чистiй ре-
човинi В або атому В на мiсце атому А в чистiй речовинi А звiльниться
енергiя zwAB. Тобто енергiя, що необхiдна на обмiн мiсцями атомiв А i
В є z(2wAB − wAA − wBB) в чистих речовинах. Енергiя змiшення QAB

бiльше в N0/2 разiв, тобто вона вираховуються на моль речовини.
Пiдставимо цi величини в вираз для енергiї розчину

E = E(nA, nB, X) = nAEA + nBEB +
X

N0

QAB, (10.137)
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де числа молiв компонентiв А i В дорiвнюють nA = NA/N0 i nB = NB/N0,
вiдповiдно.

Пiсля усереднення по всiм конфiгурацiям середня енергiя розчину
складає

Ē = E(nA, nB) = nAEA + nBEB +
X̄

N0

QAB. (10.138)

Середня кiлькiсть зв’язкiв A–B

Середня кiлькiсть зв’язкiв А–В є середнiм значенням параметру Х.
Сусiднi мiсця в кристалiчнiй гратцi можуть займатися атомними парами
А-А, А-В, В-А i В-В. Введемо вiдповiднi ймовiрностi PAA, PAB, PBA, PBB
заповнення вiдповiдних сусiднiх мiсць, якi залежать вiд енергiї взаємодiї
частинок. Будемо вважати ймовiрностi пропорцiйними больцманiвсько-
му розподiлу:

PAA = Ce−wAA/kT , (10.139)

PAB = PBA = Ce−wAB/kT ζ, (10.140)

PBB = Ce−wBB/kT ζ2. (10.141)

Ймовiрностi залежать вiд складу розчина i взаємодiї обраних частинок з
iншими частинками розчину. Множник ζ враховує, що при даному ото-
ченнi обраної пари поява частинки В в обранiй парi в ζ разiв бiльш
ймовiрна анiж частинки А. Вважаємо, що ймовiрнiсть певного способу
заповнення даної пари мiсць пропорцiйна середньому числу вiдповiдних
пар частинок, тобто, що

PAB + PBA
PAA

=
zX̄

z(NA−X̄)
2

=
2X̄

NA − X̄
(10.142)

i
PAB + PBA

PBB
=

zX̄
z(NB−X̄)

2

=
2X̄

NB − X̄
, (10.143)

де X̄ – шукане середнє по всiм конфiгурацiям значення параметру Х.
Пiдставляємо вирази для ймовiрностей i одержуємо

2X̄

NA − X̄
= 2e−

wAB−wAA
kT ζ (10.144)

i
2X̄

NB − X̄
= 2e−

wAB−wBB
kT

1

ζ
. (10.145)
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Перемножимо цi рiвняння

X̄2

(NA − X̄)(NB − X̄)
= e−

2wAB−wAA−wBB
kT , (10.146)

але
2wAB − wAA − wBB =

2QAB

zN0

(10.147)

i тодi
X̄2

(NA − X̄)(NB − X̄)
= e−2QAB/zRT . (10.148)

Це рiвняння – умова ’квазiхiмiчної’ рiвноваги. Якщо ввести

η = e−QAB/zRT , (10.149)

то записуємо цю умову в виглядi

X̄2

(NA − X̄)(NB − X̄)
= η2. (10.150)

Розглянемо частковi випадки цього рiвняння.
1. QAB = 0.
В цьому випадку η = 1. Пiдставляємо в умову ’квазiхiмiчної’ рiвно-

ваги i одержуємо

X̄ =
NANB

NA +NB

. (10.151)

Тобто середнє число пар А–В дорiвнює

zX̄ = z
NANB

NA +NB

. (10.152)

Таке саме число пар A–B спостерiгається при випадковому розта-
шуваннi частинок, тобто випадку QAB = 0 вiдповiдає безладне розта-
шування частинок. Нагадаємо, що при безладi з теорiї ймовiрностi для
будь-якої частинки сорту А в середньому z NB

NA+NB
ї ї сусiдiв буде атомами

сорту В. Загальне число зв’язкiв А–В для всiх атомiв А буде дорiвнювати
z NB
NA+NB

NA.
2. QAB = −∞.
В цьому випадку η = ∞. Умову квазiхiмiчної рiвноваги може бути

задовiльнено або при X̄ = NA, або при X̄ = NB.
При X̄ = NA маємо NA < NB. В цьому випадку кiлькiсть рiзно-

сортних пар zX̄ = zNA, тобто всi частинки сорту А оточенi лише ча-
стинками сорту В. При X̄ = NB маємо NB < NA i навпаки одержуємо,
що всi частинки сорту В оточенi лише частинками сорту А.
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Статистична сума розчину

Обчислимо статистичну суму розчину замiщення

Z =
∑
X

g(NA, NB, X)e−
NAEA+NBEB+XQAB

RT . (10.153)

Перепишемо цей вираз як

Z = e−
NAEA+NBEB+xQAB

RT

∑
X

g(NA, NB, X)e−
(X−x)QAB

RT (10.154)

або
lnZ = −NAEA +NBEB + xQAB

RT
+ lnZ1(x), (10.155)

де

Z1(x) = Z1(NA, NB, x) =
∑
X

g(NA, NB, X)e−
(X−x)QAB

RT , (10.156)

з x деяким поки довiльним значенням параметру Х.
Знайдемо значення x, при якому lnZ є максимальним, що вiдповiдає

мiнiмуму вiльної енергiї. При цьому треба задовiльнити умовi

∂ lnZ

∂x
= 0. (10.157)

Знаходимо з рiвняння (10.155):

∂ lnZ

∂x
= −QAB

RT
+
∂Z1

∂x
. (10.158)

Будемо вважати, що значення x, яке вiдповiдає максимуму lnZ, спiвпа-
дає з середнiм значенням параметру X, що задовiльняє умовi квазiхiмi-
чної рiвноваги, тобто, що

−QAB

RT
+

(
∂ lnZ1

∂x

)
x=X̄

= 0. (10.159)

З умови квазiхiмiчної рiвноваги (10.150) i формули (10.149) для η
знаходимо

−QAB

RT
=
z

2
[2 ln X̄ − ln(NA − X̄)− ln(NB − X̄)]. (10.160)

Пiдставляючи цей вираз в (10.159) i замiнюючи незалежну змiнну x на
X̄ одержуємо диференцiйне рiвняння для визначення функцiї Z1(X̄):

∂ lnZ1

∂X̄
=
z

2
[ln(NA − X̄) + ln(NB − X̄)− 2 ln X̄]. (10.161)
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Проiнтегруємо це рiвняння i одержимо

lnZ1 =
z

2
[−(NA − X̄) ln(NA − X̄) +NA − X̄−

− (NB − X̄) ln(NB − X̄) +NB − X̄ − 2X̄ ln X̄ + 2X̄] + C =

=
z

2

[
−NA ln(NA − X̄)−NB ln(NB − X̄) −

− X̄ ln
X̄2

(NA − X̄)(NB − X̄)
+NA +NB

]
+ C. (10.162)

Враховуючи (10.149) i (10.150), представимо це рiвняння у виглядi

lnZ1 =
QABX̄

RT
−

− z

2
[NA ln(NA − X̄) +NB ln(NB − X̄)− (NA +NB)]+

+ C. (10.163)

Визначимо сталу iнтегрування. В попередньому пунктi при частковому
випадку QAB = 0 було одержано

X̄ =
NANB

NA +NB

, (10.164)

а з формули (10.156) при QAB = 0 маємо

Z1(X̄) =
∑
X

g(NA, NB, X)e−
(X−X̄)QAB

RT =
∑
X

g(NA, NB, X). (10.165)

Тобто Z1(X̄) стає рiвним повному числу конфiгурацiй, тобто повному
числу рiзноманiтних розмiщень частинок компонентiв А i В по вузлам
кристалiчної гратки розчину. З комбiнаторики вiдомо, що воно дорiвнює

Z1 =
(NA +NB)!

NA!NB!
. (10.166)

Використаємо формулу Стiрлiнга N ! =
(
N
e

)N в цьому виразi:

Z1 =
1(

NA
NA+NB

)NA (
NB

NA+NB

)NB . (10.167)

При QAB = 0 формула (10.163) має вигляд

lnZ1 = −z
2

[NA ln(NA − X̄) +NB ln(NB − X̄)− (NA +NB)] + C. (10.168)
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Пiдставляємо вiдповiднi значення X̄ i Z1 i знаходимо сталу iнтегрування

C = −NA ln
NA

NA +NB

−NB ln
NB

NA +NB

+

+
z

2

[
NA ln

N2
A

NA +NB

+NB ln
N2
B

NA +NB

− (NA +NB)

]
(10.169)

i повертаючись до формули (10.163)

lnZ1(X̄) =
QAB

RT
−NA ln

NA

NA +NB

−NB ln
NB

NA +NB

−

− z

2

[
NA ln

(NA − X̄)(NA +NB)

N2
A

+

+ NB ln
(NB − X̄)(NA +NB)

B2
B

]
. (10.170)

При x = X̄ з формули одержуємо

lnZ = −NAEA +NBEB
RT

−NA ln
NA

NA +NB

−NB ln
NB

NA +NB

−

− z

2

[
NA ln

(NA − X̄)(NA +Nb)

N2
A

+

+ NB ln
(NB − X̄)(NA +NB)

B2
B

]
. (10.171)

Якщо ввести позначення

xA =
NA

NA +NB

, xB =
NB

NA +NB

, x̄ =
X̄

NA +NB

. (10.172)

то цей вираз можна переписати у виглядi,

lnZ = −EA
RT

NA −
EB
RT

NB −NA lnxA −NB lnxB−

− z

2

[
NA ln

xA − x̄
x2
A

+NB ln
xB − x̄
x2
B

]
, (10.173)

а умову квазiхiмiчної рiвноваги як

x̄2

(xA − x̄)(xB − x̄)
= η2. (10.174)
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Термодинамiчнi властивостi розчину

Для вiльної енергiї маємо

F = −kT lnZ =
= nAEA + nBEB +RT (nA lnxA + nB lnxB)+

+
z

2
RT

(
nA ln

xA − x̄
x2
A

+ nB ln
xB − x̄
x2
B

)
. (10.175)

При постiйних T i V на пiдґрунтi теореми Ойлера про однорiднi фун-
кцiї першого порядку

F = nAµA + nBµB. (10.176)

Тодi з порiвняння двох попереднiх формул знаходимо

µA = EA +RT lnxA +
z

2
RT ln

xA − x̄
x2
A

, (10.177)

µB = EB +RT lnxB +
z

2
RT ln

xB − x̄
x2
B

. (10.178)

Цi вирази визначають залежнiсть хiмiчних потенцiалiв вiд концен-
трацiї в параметричнiй формi, тобто через x̄.

Пригадуючи термодинамiчне визначення активностей aA i aB та кое-
фiцiєнтiв активностi fA i fB компонентiв, запишемо

µA = µ0
A +RT ln aA = µ0

A +RT lnxA +RT ln fA, (10.179)

µB = µ0
B +RT ln aB = µ0

B +RT lnxB +RT ln fB. (10.180)

Конфiгурацiйна ентропiя чистих компонентiв дорiвнює нулевi. З рiвнянь
(10.177) i (10.178) тодi маємо EA = µ0

A i EB = µ0
B. Порiвнюючи цi вирази

з рiвняннями (10.179) i (10.180), знаходимо

fA =

(
xA − x̄
x2
A

)z/2
, (10.181)

fB =

(
xB − x̄
x2
B

)z/2
. (10.182)

Далi коротко розглянемо частковi випадки досконалих i регулярних
розчинiв.
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Досконалi розчини

Згiдно з виразом (10.137) середня енергiя розчину може бути записана
як

Ē = nAEA + nBEB +
X̄

N0

QAB. (10.183)

При цьому середнє значення параметру X визначається умовою квазiхi-
мiчної рiвноваги (10.148). При безладi, коли QAB = 0 маємо

E = nAEA + nBEB. (10.184)

Це означає, що розчин утворюється без теплового ефекту. При QAB = 0
η = 1 i тодi з умови квазiхiмiчної рiвноваги у виглядi (10.174) знаходимо

x̄ = xAxB. (10.185)

Пiдставимо цi значення в вирази (10.181) та (10.182) i одержимо

fA = fB = 1. (10.186)

Тодi для хiмiчних потенцiалiв компонентiв маємо

µA = µ0
A +RT lnxA, (10.187)

µB = µ0
B +RT lnxB. (10.188)

Така залежнiсть хiмiчного потенцiалу вiд складу розчину характеризує
розчини, що називають досконалими. Досконалий розчин визначається
як розчин, в якому компоненти пiдчиненi закону Рауля (парцiальний
тиск над розчином прямо пропорцiйний мольнiй частцi розчиненої ре-
човини) у всьому iнтервалi складiв. Для розчинiв замiщення при цьо-
му енергiя змiшування дорiвнює нулевi. Такi розчини утворюються то-
дi, коли розмiри частинок компонентiв близькi, а енергiя взаємообмiну
дорiвнює нулевi, коли енергiї зв’язкiв мiж частинками в обох компонен-
тах також близькi одна однiй. Тобто досконалi розчини утворюються з
близьких за своїми властивостями речовин.

Регулярнi розчини

Нехай QAB 6= 0, але ξ = QAB/RT досить мала за абсолютною вели-
чиною. Запишемо логарiфми коефiцiєнтiв активностi

ln fA =
z

2
ln
xA − x̄
x2
A

, (10.189)
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ln fB =
z

2
ln
xB − x̄
x2
B

, (10.190)

якi розвинемо в ряд за ступенями ξ обмежуючись термами першого сту-
пеню за ξ. Розглянемо перший компонент. Для логарiфму коефiцiєнту
активностi будемо мати

ln fA = (ln fA)ξ=0 +

(
∂ ln fA
∂ξ

)
ξ=0

ξ. (10.191)

Здиференцiюємо рiвняння (10.189)

∂ ln fA
∂ξ

= −z
2

1

xA − x̄
∂x̄

∂ξ
. (10.192)

З умови квазiхiмiчної рiвноваги (10.174) маємо

2 ln x̄− ln(xA − x̄)− ln(xB − x̄) = −2

z
ξ. (10.193)

Здиференцiюємо цю рiвнiсть по ξ(
2

x̄
+

1

xA − x̄
+

1

xB − x̄

)
∂x̄

∂ξ
= −2

z
. (10.194)

Нам вiдомо, що при ξ = 0 (η = 1) буде x̄ = xAxB. Тодi(
∂x̄

∂ξ

)
ξ=0

= −2

z
x2
Ax

2
B. (10.195)

Пiдставляємо цi значення для x̄ i її похiдної в формулу (10.185) i знахо-
димо (

∂ ln fA
∂ξ

)
ξ=0

= x2
A. (10.196)

Тодi
(ln fA)ξ=0 = 0. (10.197)

Таким чином, з рiвнянь (10.191), (10.196) i (10.197) маємо

ln fA = x2
Bξ = x2

B

QAB

RT
. (10.198)

Аналогiчний розрахунок для другого компоненту дає

ln fB = x2
Aξ = x2

A

QAB

RT
. (10.199)

Для хiмiчних потенцiалiв одержуємо наступнi вирази

µA = µ0
A +RT lnxA + x2

BQAB, (10.200)

µB = µ0
B +RT lnxB + x2

AQAB. (10.201)
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Термодинамiчнi функцiї регулярного розчину

Пiдставляючи значення хiмiчних потенцiалiв в формулу (10.176), одер-
жуємо

F = xAµ
0
A + xBµ

0
B +RT (xA lnxA + xB lnxB) + xAxBQAB. (10.202)

Якщо вважати, що QAB не залежить вiд температури, то

S = −∂F
∂T

= xASA + xBSB −R(xA lnxA + xB lnxB), (10.203)

тобто ентропiя регулярного розчину залежить вiд складу. Тодi обчислю-
ємо енергiю розчину

E = F + TS = xAEA + xBEB + xAxBQAB, (10.204)

але з формули (10.183) вона повинна дорiвнювати

E = xAEA + xBEB + x̄QAB. (10.205)

При спiвпадiннi цих формул x̄ = xAxB, що характеризує безлад у розта-
шуваннi частинок.

10.1.8 Розчини проникнення

Будова розчинiв проникнення

В деяких типах ґраток (досить поширених в металах i металiчних
сполуках) iснують два типи порожнеч, в яких можуть розташовуватись
атоми речовини, що розчиняється: октаедричнi та тетраедричнi. До та-
ких ґраток вiдносяться, наприклад, дуже розповсюджены кубiчнi (гра-
нецентрована кубiчна, об’ємноцентрована кубiчна) та гексагональнi (ге-
ксагональна з щiльним пакуванням).

В кубiчнiй гранецентрованiй решiтцi атоми розташованi в вершинах
елементарної комiрки i центрах її граней. Кожний атом оточений два-
надцатьма найближчими сусiдами, тому дванадцять є координацiйним
числом даної ґратки.

Найбiльшi порожнечi або мiжвузлiя гранецентрованої ґратки знахо-
дяться в центрi куба i посерединi його ребер. Кожна з таких порожнеч
оточена шiстьма атомами решiтки. Врахуємо, що кожне положення на
ребрi куба належить чотирьом сусiднiм кубам, тому при пiдрахунку кiль-
костi, що приходиться на комiрку треба враховувати їх з множником 1/4,
а положення в центрi кубу повнiстю знаходиться в кубiчнiй комiрцi. Тоб-
то маємо кiлькiсть порожнеч, що вiдповiдає кубiчнiй комiрцi 1+12· 1

4
= 4.
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Також порожнечi можна розташувати мiж чотирма найближчими
атомами в центрах вiсьми кубiв, що складають загальний куб елемен-
тарної комiрки. Так як всi вони знаходяться у серединi комiрки, то їхня
загальна кiлькiсть дорiвнює восьми.

Розмiри октаедричних та тетраедричних порожнеч помiтно вiдрiзня-
ються. Якщо вважати, що ґратка складена з твердих сфер, що дотикаю-
ться одна однiєї i мають однаковий радiус r, то мiж ними можна розташу-
вати бiльш меншi сфери з радiусами 0.41r для октаедричних порожнеч
та 0.225r для тетраедричних порожнеч. Треба розумiти, що насправдi та-
кий наближений пiдхiд не враховує фiзичнi властивостi атомiв, для яких
форма i "розмiри"не визначаються так жорстко, i кристалiчної ґратки,
яка буде зазнавати механiчних напружень i деформуватись.

Якщо розглядати об’ємноцентричну решiтку, то атоми будуть розта-
шованi в вершинах i в центрi елеметарної комiрки. Кожний атом має
вiсiм найближчих сусiдiв (координацiйне число - вiсiм).

В цiй гратцi також є згаданi порожнечi, але бiльш крупними є те-
траедричнi порожнечi, якi займають мiсця на гранях куба (по чотири
на одну грань). Так як мiсця на гранi куба подiляються мiж двома су-
сiднiми кубами, то кiлькiсть порожнеч дорiвнює 4 · 6 · 1

2
= 12. В тетра-

едричну порожнечу можна вставити сферу радiусу 0.291r. Октаедричнi
порожнечi знаходяться в центрi ребер i граней кубу, тому їхня кiлькiсть
є 12 · 1

4
+ 6 · 1

2
= 6, а радiус дорiвнює 0.225r.

Атоми речовини, що розчинюється в ґратцi розчинника

Будемо вважати, що ґратку складають атоми сорту А, а порожнечi
мiж цими атомами в розчинi проникнення можуть бути зайнятi атомами
розчиненої речовини В. Розглянемо будь-якi сусiднi порожнечi i введе-
мо позначення: P00 – ймовiрнiсть того, що обидвi порожнечi вiльнi; далi
P0B = PB0 – ймовiрнiсть того, що одна з порожнеч зайнята атомом роз-
чиненої речовини; а також PBB – ймовiрнiсть того, що обидвi порожнечi
зайнятi атомами розчиненої речовини.

Як i ранiше приймемо, що

P00 = C, P0B = PB0 = Cζ, PBB = CewBB/kT ζ2, (10.206)

де wBB – енергiя взаємодiї двох атомiв розчиненої речовини в сусiднiх по-
рожнечах, ζ – коефiцiєнт, що враховує вплив на кожний атом розчиненої
речовини решти розчину.

Загальну кiлькiсть позицiй для проникнення (мiжвузлiя) в найпро-
стiшому випадку дорiвнює кiлькостi атомiв розчинника (NA). Нехай zX̄
буде середньою кiлькiстю пар атомiв розчиненої речовини, що займають
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сусiднi позицiї, а z – координацiйне число пiдґратки мiжвузлiй. Вводимо
позначення: q00 для кiлькостi пар сусiднiх незайнятих позицiй, q0B для
кiлькостi пар незайнятої i зайнятої позицiй, qBB для кiлькостi пар сусi-
днiх позицiй, що зайнятi атомами В. Якщо виразити цi кiлькостi через
zX̄ = qBB, то

qBB =
zNB − q0B

2
, (10.207)

звiдки q0B = zNB − 2qBB = z(NB − 2X̄). Загальна кiлькiсть пар сусiднiх
мiжвузлiй q00 + q0B + qBB = zNA/2, а значить

q00 =
zNA

2
− q0B − qBB =

z(NA − 2NB + 2X̄)

2
. (10.208)

Приймемо, що ймовiрностi рiзноманiтних способiв заповнення двох сусi-
днiх мiсць пропорцiйнi середнiм кiлькостям вiдповiдних пар, тобто

P0B + PB0

P00

=
q0B

q00

=
2(NB − 2X̄)

NA − 2NB + 2X̄
, (10.209)

PBB
PB0 + P0B

=
qBB
q0B

=
X̄

NB − 2X̄
. (10.210)

Пiдставляємо в цi рiвняння вирази для ймовiрностей i знаходимо

NB − 2X̄

NA − 2NB + 2X̄
= ζ, (10.211)

2X̄

NB − 2X̄
= ζe−wBB/kT . (10.212)

Виключаємо з цих рiвнянь ζ i одержуємо

(NB − 2X̄)2

(NA − 2NB + 2X̄)2X̄
= ewBB/kT =

1

η2
. (10.213)

Це рiвняння є умовою квазiхiмiчної рiвноваги для даної задачi. Тобто з
нього можна одержати середню кiлькiсть пар атомiв розчиненої речови-
ни як функцiю енергiї взаємодiї мiж атомами, складу розчину i темпе-
ратури.

Введемо позначення для величини Q = zN0

2
wBB, яка є енергiєю взає-

модiї мiж атомами розчиненої речовини (на 1 моль). Тодi

η = e−wBB/2kT = e−Q/zRT . (10.214)
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Коли Q = 0, тобто коли взаємодiя вiдсутня, розподiл стає безладним. У
цьому випадку η2 = 1 i з рiвняння квазiхiмної рiвноваги знаходимо

X̄ =
N2
B

2NA

, (10.215)

тодi кiлькiсть пар атомiв розчиненої речовини, що займають сусiднi по-
ложення, дорiвнює

zX̄ =
z

2

N2
B

NA

. (10.216)

Коли Q 6= 0 для знаходження X̄ можна застосувати наближений пiд-
хiд. Розвинемо цю величину в ряд

X̄ = X̄ξ=0 +

(
∂X̄

∂ξ

)
ξ=0

ξ, (10.217)

де

ξ =
Q

RT
, X̄ξ=0 =

N2
B

2NA

. (10.218)

Прологарифмуємо вираз (10.213)

2 ln(NB − 2X̄)− ln(NA − 2NB + X̄)− ln(2X̄) =
2Q

zRT
=

2ξ

z
(10.219)

i пiсля його диференцiювання одержимо

−
(

4

NB − 2X̄
+

2

NA − 2NB + 2X̄
− 1

X̄

)
∂X̄

∂ξ
=

2

z
. (10.220)

При ξ = 0, враховуючи (10.218)(
∂X̄

∂ξ

)
ξ=0

= −1

z

N2
B(NA −NB)2

N3
A

. (10.221)

Пiдставляючи цей вираз в розвинення для X̄ (10.203), одержимо

X̄ =
N2
B

2NA

− 1

z

N2
B(NA −NB)2

N3
A

Q

RT
=

=
N2
B

2NA

[
1− 2Q

zRT

(NA −NB)2

N2
A

]
. (10.222)

При розгляданнi другого компоненту як домiшки зазвичай вважають
NB � NA, тодi

X̄ ≈ N2
B

2NA

(
1− 2Q

zRT

)
. (10.223)

Якщо Q > 0, що вiдповiдає вiдштовхуванню мiж атомами розчиненої
речовини, то X̄ < N2

B/2NA, тобто кiлькiсть пар атомiв розчиненої речо-
вини, що займають сусiднi порожнечi, менше, анiж при випадковому роз-
ташуваннi. Якщо навпаки має мiсце притяжiння Q < 0, то X̄ > N2

B/2NA.
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Термодинамiчнi властивостi розчину проникнення

Енергiя розчину як функцiя складу i кiлькостi пар атомiв розчиненої
речовини zX, що займають сусiднi позицiї

E =
zANA

2
wAA + zBNBwAB + zXwBB. (10.224)

Перший доданок – енергiя взаємодiї атомiв розчинника один з одним, де
zA – координацiйне число ґратки розчинника. Другий доданок – енер-
гiя взаємодiї розчиненої речовини з розчинником, де zB – координацiйне
число, що визначається оточуючимi мiжвузлiями (для октаедричних по-
рожнеч в гранецентрованiй ґратцi дорiвнює шести, а для тетраедричних
дорiвнює чотирьом). Третiй доданок – енергiя взаємодiї атомiв розчине-
ної речовини один з одним, де z – координацiйне число пiдґратки мiж-
вузлiй. Введемо позначення

EA =
zAN0

2
wAA, EB = zBN0wAB, Q =

zN0

2
wBB, (10.225)

де EA – енергiя одного молю чистого розчинника, EB – енергiя одного
молю розчиненої речовини в нескiнченному розчиненому розчинi, Q –
енергiя взаємодiї мiж атомами розчиненої речовини, що обчислена на
один моль. В цих позначеннях енергiя приймає вигляд

E = nAEA + nBEB +
2X

N0

Q. (10.226)

Для статистичної суми розчину тодi маємо

Z =
∑
X

g(NA, NB, X)e−
NAEA+NBEB+2XQ

RT . (10.227)

Перепишемо це рiвняння наступним чином

Z = e−
NAEA+NBEB+2X1Q

RT Z1(X1), (10.228)

де
Z1(X1) =

∑
X

g(NA, NB, X)e−
2(X−X1)Q

RT , (10.229)

де X1 – деяке значення параметру X. Здиференцюємо рiвняння (10.228)

∂ lnZ

∂X1

= − 2Q

RT
+
∂ lnZ1

∂X1

. (10.230)
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Будемо вважати, що середнє значення X, що задовiльняє умовi квазi-
хiмiчної рiвноваги (10.213), є також i рiвноважним його значенням, що
вiдповiдає максимуму lnZ. З останнього рiвняння маємо

∂ lnZ1(X̄)

∂X̄
=

2Q

RT
, (10.231)

з рiвнянь (10.213) i (10.214)

2Q

RT
= z[2 ln(NB − 2X̄)− ln(NA − 2NB + 2X̄)− ln 2X̄] (10.232)

i тодi

∂ lnZ1(X̄)

∂X̄
= z[2 ln(NB − 2X̄)− ln(NA − 2NB + 2X̄)− ln 2X̄]. (10.233)

Пiсля iнтегрування цього рiвняння i врахування рiвностей (10.213) i (10.214)
одержимо

lnZ1 =
2Q

RT
X̄ + z

[
−1

2
NA ln(NA − 2NB + 2X̄)−

− NB ln
NB − 2X̄

NA − 2NB + 2X̄
+

1

2
NA

]
+ C. (10.234)

Для визначення сталої iнтегрування врахуємо, що при Q = 0 будемо
мати X̄ =

N2
B

2NA
i

Z1(X) =
∑
X

g(NA, NB, X)e−
2(X−X̄)Q

RT =

=
∑
X

g(NA, NB, X) =
NA!

(NA −NB)!NB!
. (10.235)

Використовуючи формулу Стiрлiнга знайдемо

lnZ1 = −NA ln
NA −NB

NA

−NB ln
NB

NA −NB

. (10.236)

Пiдставляємо значення X̄ i lnZ1, що вiдповiдають Q = 0, в формулу
(10.234):

C = −NA ln
NA −NB

NA

−NB ln
NB

NA −NB

−

− z

[
−1

2
NA ln

(NA −NB)2

NA

−NB ln
NB

NA −NB

+
1

2
NA

]
.(10.237)
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Пiдставляємо значення C знову в рiвняння (10.234):

lnZ1(X̄) =
2Q

RT
X̄ −NA ln

NA −NB

NA

−NB ln
NB

NA −NB

+

+ z

[
−1

2
NA ln

(NA − 2NB + 2X̄)NA

(NA −NB)2
−

− NB ln
(NB − 2X̄)(NA −NB)

(NA − 2NB + 2X̄)NB

]
, (10.238)

пiдставимо цей вираз в формулу (10.228) i замiнiмо X1 на X̄

lnZ = −NAEA +NBEB + 2X̄Q

RT
+ lnZ1(X̄) =

= −NAEA +NBEB
RT

−NA ln
NA −NB

NA

−NB ln
NB

NA −NB

−

− z

[
1

2
NA ln

(NA − 2NB + 2X̄)NA

(NA −NB)2
+

+ NB ln
(NB − 2X̄)(NA −NB)

(NA − 2NB + 2X̄)NB

]
. (10.239)

Таким чином

F = −kT lnZ = nAEA +NBEB +RT

(
nA ln

NA −NB

NA

+ nB ln
NB

NA −NB

)
+

+ zRT

[
nA
2

ln
NA − 2NB + 2X̄NA

(NA −NB)2
+ nB ln

(NB − 2X̄)(NA −NB)

NA − 2NB − 2X̄NB

]
.(10.240)

Введемо атомнi частки

xA =
NA

NA +NB

, xB =
NB

NA +NB

(10.241)

i величину

x̄ =
X̄

NA +NB

. (10.242)

Запишемо вiльну енергiю розчину у виглядi

F = nAEA + nBEB +RT

(
nA ln

xA − xB
xA

+ nB ln
xB

xA − xB

)
+

+ zRT

[
nA
2

ln
(xA − 2xB + 2x̄)xA

(xA − xB)2
+

+ nB ln
(xB − 2x̄)(xA − xB)

(xA − 2xB + 2x̄)xB

]
. (10.243)
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З цього виразу безпосередньо витiкає, що

µA = µ0
A +RT ln

xA − xB
xA

+
z

2
RT ln

(xA − 2xB + 2x̄)xA
(xA − xB)2

, (10.244)

µB = µ0
B +RT ln

xB
xA − xB

+ zRT ln
(xB − 2x̄)(xA − xB)

(xA − 2xB + 2x̄)xB
, (10.245)

де введенi позначення EA = µ0
A i EB = µ0

B.
З цих рiвнянь зручно виразити коефiцiєнти активностi компонентiв

у розчинi проникнення наступним чином:

µA = µ0
A +RT ln

xA − xB
xA

+RT ln fA, (10.246)

µB = µ0
B +RT ln

xB
xA − xB

+RT ln fB. (10.247)

Порiвнюючи цi рiвняння з попереднiми знаходимо, що

fA =

[
(xA − 2xB + 2x̄)xA

(xA − xB)2

]z/2
, (10.248)

fB =

[
(xB − 2x̄)(xA − xB)

(xA − 2xB + 2x̄)xB

]z
. (10.249)

Параметр x̄ визначається умовою квазiхiмiчної рiвноваги:

(xB − 2x̄)2

(xA − 2xB + 2x̄)2x̄
=

1

η2
= e2Q/zRT . (10.250)

10.2 Квантова рiдина

10.2.1 Вiльнi електрони

Розглянутi статистичнi властивостi металiв (пп. 10.1.3 – 10.1.5) i на-
пiвпровiдникiв (п. 10.1.6), пов’язанi з поведiнкою фермi-газу в криста-
лiчних ґратках. Нехтуючи в нульовому наближеннi коливаннями iонiв
кристалiчної ґратки, будемо розглядати рух електронiв в перiодичному
у просторi полi. Iснують три некомпланарних вектори a i, що визнача-
ють положення деякого вузла комiрки у вiдношеннi до обраного за нача-
ло вiдлiку. Положення будь-якого вузла ґратки задається тодi вектором
l = n1a1 + n2a2 + n3a3, де n1, n2, n3 – цiлi числа.
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Рiвняння Шрьодiнгера для даної задачi{
~2

2m
∇2 + E − U(r)

}
ψ(r) = 0, (10.251)

де потенцiйна енергiя U(r) iнварiантна при трансляцiї на будь-який ве-
ктор ґратки l :

U(r + l) = U(r). (10.252)

Iнварiантнiсть U(r) вiдносно трансляцiй на вектори a i приводить до те-
ореми Блоха: рiшення (10.251) має вигляд

ψ(r) = uk (r)eikr , (10.253)

де функцiя uk (r) є перiодичною, тобто

uk (r + l) = uk (r). (10.254)

Вектор k називається квазiiмпульсом i визначається з точнiстю до
величини K , яка може додаватися до цього вектору при виконаннi умов

eiKl = 1, Kl = 2π L, (10.255)

де L – цiле число.
Важливо вiдмiтити, що позначення вектору квазiiмпульсу та його

довжини стандартнi i використовуються у багатьох роздiлах фiзики. Во-
ни можуть спiвпадать з позначенням сталої Больцмана. Щоб уникнути
непорозумiнь в цьому пiдроздiлi, що присвячений обговоренню надпро-
вiдностi, замiсть позначення kT , яке має розмiрнiсть енергiї, використо-
вується позначення T , тобто температура, що вимiряна в енергетичних
одиницях. Таким чином, в цьому пiдроздiлi не використовується стала
Больцмана.

Функцiї uk (r) задовiльняють рiвнянню[
~2

2m
(∇− ik)2 + E − U(r)

]
uk (r) = 0. (10.256)

Це рiвняння може мати багато рiшень uk i(r), що вiдповiдають енергi-
ям Ei(k). В залежностi вiд вигляду перiодичного поля значення Ei(k)
i Ei+1(k) можуть навiть не перекриватися. Тодi спектр енергiй склада-
ється з ряду зон дозволених значень енергiї, якi роздiленi зонами забо-
ронених енергiй. Коли кiлькiсть електронiв мала i температура не дуже
висока бiльшiсть електронiв має енергiї, що близькi до мiнiмального зна-
чення Ei(k). Якщо розвинути функцiю Ei(k) у ряд Тейлора за ступенями
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kα до квадратичних членiв включно, то приймаючи дно зони за начало
вiдлiку

Ei(k) =
1

2

∂2Ei
∂kα∂kβ

kαkβ =
1

2
(m−1

i )αβkαkβ. (10.257)

Тензор (m−1
i )αβ називається тензором зворотньої ефективної маси. В

iзотропнiй моделi формула (10.257) приймає вигляд Ei = k2/2mi, що
є аналогiчним до кiнетичної енергiї вiльних частинок. Модель вiльних
частинок (фермiонiв, а саме – електронiв) тодi можна застосувати для
розгляду фiзичних властивостей систем, таких як, наприклад, електрон-
ний газ у металах, як це зроблено в пп. 10.1.3 – 10.1.5.

Застосування цiєї моделi базується на двох припущеннях. По-перше,
кiлькiсть електронiв в найнижчiй енергетичнiй зонi складає менш нiж
половину кiлькостi рiвнiв (можливiсть електронiв переходити на бiльш
високi рiвнi в тiй же самiй зонi). По-друге, розгляд проводиться в рам-
ках iзотропной моделi, так що енергiя частинок описується параболiчним
законом ε = k2/2m.

10.2.2 Надплиннiсть

Оператор повної енергiї взаємодiї системи частинок (Додаток Е)

Ĥint =
1

2

∑
i 6=j

W(rij), (10.258)

деW(rij) – потенцiал парної взаємодiї. В представленнi вторинного кван-
тування гамiльтонiан неiдеального газу бозонiв

Ĥ =
∑
k

E(k)â+(k)â(k)+

+
1

2V

∑
k1+k2=k ′1+k ′2

w(|k ′1 − k 1|)â+(k ′1)â+(k ′2)â(k 2)â(k 1),(10.259)

де E(k) = ~2k2

2m
, w(k) =

∫
W(r)eikrdr .

Будемо вважати, що для слабонеiдеального бозе-газу виконується умо-
ва бозе-конденсацiї як у випадку iдеального газу, коли поблизу T = 0
бiльшiсть частинок N0 з N -частинкової системи знаходиться у станi, в
якому k = 0, тобто

N −N0 � N0. (10.260)

Пiсля чого в рiвняннях

â+(0)â(0)χN0 = N0χN0 , â(0)â+(0)χN0 = (N0 + 1)χN0 (10.261)
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можна покласти N0 + 1 ≈ N0. Тодi оператори â+(0) i â(0) комутують i
далi можна вважати їх числами:

a+(0) = a(0) =
√
N0. (10.262)

Так як бiльшiсть частинок знаходиться в конденсатi (умова (10.260)),
то в гамiльтонiанi (10.259) треба врахувати лише їхню взаємодiю з "над-
конденсатними"частинками, при цьому нехтуючи взаємодiєю "надкон-
денсатних"частинок одна з однiєю.

В Додатку Е одержано гамiльтонiан системи взаємодiючих частинок
у вiдсутностi зовнiшнього поля в представленнi чисел заповнення:

Ĥint =
1

2V

∑
k1,k2,k ′1,k

′
2

w(k)δk1+k2,k ′1+k ′2 â
+(k ′1)â+(k ′2)â(k 2)â(k 1) =

=
∑

k1,k2,k

w(k)â+(k 1 + k)â+(k 2 − k)â(k 2)â(k 1). (10.263)

В операторi Ĥint залишимо лише вклади, що мають чотири i два опе-
ратори â+(0) i â(0) i будуть пропорцiйнi N2

0 i N0, вiдповiдно. Вклади з
меншою кiлькiстю таких операторiв дають значно менший внесок. Для
(k 1, k 2, k) маємо чотирикратну комбiнацiю (0, 0, 0) i двократнi комбiнацiї
(0, k , 0) i (k , 0, 0), (0, k , k) i (−k , 0, k), (0, 0, k), (−k , k , k).

Ĥint ≈
1

2V
{ w(0)[a+(0)a(0)]2 + 2

∑
k

′
w(0)â+(k)â(k)a+(0)a(0)+

+ 2
∑
k

′
w(k)â+(k)â(k)a+(0)a(0) +

∑
k

′
w(k)[a(0)]2â+(k)â+(−k)+

+
∑
k

′
w(k)[a+(0)]2â(k)â(−k) } . (10.264)

Запишемо цей вираз як

Ĥint ≈
1

2V
{ w(0)[a+(0)a(0)]2+

+ 2
∑
k

′
[w(0) + w(k)][â+(k)â(k) + â+(−k)â(−k)]a+(0)a(0)+

+
∑
k

′
w(k)[(a(0))2â+(k)â+(−k) + (a+(0))2â(k)â(−k) } .(10.265)

Користуючись (10.262) запишемо

Ĥint =
1

2V

{
N2

0w(0) +N0

∑
k

[w(0) + w(k)][â+(k)â(k) + â+(−k)â(−k)] +
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+ N0

∑
k

′
w(k)[â+(k)â+(−k) + â(k)â(−k)]

}
(10.266)

Для числа частинок маємо

N̂ = N0 +
1

2

∑
k

′
[â+(k)â(k) + â+(−k)â(−k)]. (10.267)

Пiдставимо вираз для N0 з (10.267) в (10.266) i нехтуючи членами, що
не мiстять N , знаходимо

Ĥint =
1

2V

{
N2

0w(0) +N
∑
k

′
w(k)[â+(k)â(k) + â+(−k)â(−k)] +

+ N
∑
k

′
w(k)[â+(k)â+(−k) + â(k)â(−k)]

}
. (10.268)

Тодi для оператора енергiї одержуємо

Ĥ =
w(0)N2

2V
+

1

2

∑
k

′
[
E(k) +

w(k)N

V

]
[â+(k)â(k) + â+(−k)â(−k)]

+
1

2

∑
k

′w(k)N

V
[â+(k)â+(−k) + â(k)â(−k)] (10.269)

Канонiчне перетворення Боголюбова дiагоналiзує гамiльтонiан (10.269),
шляхом переходу вiд бозе-операторiв â(k) i â+(k) до нових бозе-операторiв
ξ̂(k) i ξ̂+(k):

â(k) = ξ̂(k) chϕ(k) + ξ̂+(−k) shϕ(k),
â+(k) = ξ̂+(k) chϕ(k) + ξ̂(−k) shϕ(k),
â(−k) = ξ̂(−k) chϕ(k) + ξ̂+(k) shϕ(k),
â+(−k) = ξ̂+(−k) chϕ(k) + ξ̂(k) shϕ(k), (10.270)

де ϕ(k) – дiйсний параметр. Для операторiв ξ̂(k) i ξ̂+(k) дiйснi такi ж
самi комутацiйнi спiввiдношення, що i для операторiв â(k) i â+(k):

ξ̂(k)ξ̂(k ′)− ξ̂(k ′)ξ̂(k) = 0,
ξ̂+(k)ξ̂+(k ′)− ξ̂+(k ′)ξ̂+(k) = 0,
ξ̂(k)ξ̂+(k ′)− ξ̂+(k ′)ξ̂(k) = δk ,k ′ . (10.271)

тодi можна розглядати оператори ξ̂(k) i ξ̂+(k) як оператори народження
i знищення нових бозевських квазiчастинок, а оператори ξ̂+(k)ξ̂(k). В
цих нових операторах оператор енергiї приймає вигляд

Ĥ =
w(0)N2

2V
+

1

2

∑
k

′
{[

E(k) +
w(k)N

V

]
[ch2ϕ(k)− 1] +

w(k)N

V
sh2ϕ(k)

}
+
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+
1

2

∑
k

′
{[

E(k) +
w(k)N

V

]
ch2ϕ(k) +

w(k)N

V
sh2ϕ(k)

}
×

× [ξ̂+(k)ξ̂(k) + ξ̂+(−k)ξ̂(−k)]+

+
1

2

∑
k

′
{[

E(k) +
w(k)N

V

]
sh2ϕ(k) +

w(k)N

V
ch2ϕ(k)

}
×

× [ξ̂+(k)ξ̂+(−k) + ξ̂(k)ξ̂(−k)]. (10.272)

Гамiльтонiан стає дiагональним, якщо обрати параметр ϕ(k) таким
чином, щоб останнiй член, що описує народження або знищення пари
частинок з квазiiмпульсами k i −k , зник. Тодi доданки, що описують
переходи з народженням чи знищенням квазiчастинок, зникають, а дiа-
гональнi елементи оператора H визначають спектр енергiй газу. Тобто,
вiд реального газу частинок, що взаємодiють з операторами народження
i знищення â(k) i â+(k) ми перейшли до iдеального газу невзаємодiючих
квазiчастинок з операторами ξ̂(k) i ξ̂+(k)

Якщо
p shψ + q chψ = 0, (10.273)

то з

p chψ+ q shψ+ p shψ+ q chψ = (p+ q)(chψ+ shψ) = (p+ q)eψ (10.274)

i

p chψ+q shψ−p shψ−q chψ = (p−q)(chψ−shψ) = (p+q)e−ψ (10.275)

одержимо

p chψ + q shψ =
√

(p+ q)eψ(p− q)e−ψ =
√
p2 − q2. (10.276)

Це спiввiдношення допомогає перейти к

Ĥ =
w(0)N2

2V
−

− 1

2

∑
k

′

E(k) +
w(k)N

V
−

√[
E(k) +

w(k)N

V

]2

−
[
w(k)N

V

]2

+

+
1

2

∑
k

′
√[

E(k) +
w(k)N

V

]2

−
[
w(k)N

V

]2

×

× [ξ̂+(k)ξ̂(k) + ξ̂+(−k)ξ̂(−k)]. (10.277)

Введемо позначення

ω(k) =

√[
E(k) +

w(k)N

V

]2

−
[
w(k)N

V

]2

=
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=

√[
~2k2

2
+
w(k)N

V

]2

−
[
w(k)N

V

]2

=

=

√
~4k4

4m2
+

~2k2w(k)N

mV
, (10.278)

i застосуємо його до (10.277):

Ĥ =
w(0)N2

2V
− 1

2

∑
k

′
[
E(k) +

w(k)N

V
− ω(k)

]
+

+
1

2

∑
k

′
ω(k)[ξ̂+(k)ξ̂(k) + ξ̂+(−k)ξ̂(−k)]. (10.279)

Поблизу абсолютного нуля енергiя слабонеiдеального газу може бути
представлена як сума енергiї основного стану – першi два доданки в
(10.279) i енергiї незалежних квазiчастинок з енергiєю ω(k).

При малих k з формули (10.278) маємо

ω(k) ≈
√
Nw(k)

mV
~k ≈

√
Nw(0)

mV
~k, (10.280)

тобто при малих квазiiмпульсах квазiчастинки ведуть себе як фонони зi
швидкiстю звука, що дорiвнює

√
Nw(0)/mV ~.

При великих k, якщо функцiя w(k) не зростає швидше k2, то

ω(k) ≈ ~2k2

2m
+ w(k)

N

V
≈ ~2k2

2m
, (10.281)

тобто при великих k квазiчастинки ведуть себе як класичнi частинки.
Розглянемо газ при T = 0, так що збудження в ньому вiдсутнi. Буде-

мо вважати, що газ знаходиться у спокої, а стiнки трубки або тiло, що
розмiщено у газi, рухаються по вiдношенню до газу зi швидкiстю v .

Для змiнення iмпульса i енергiї тiла маємо

∆P =
∑
k

n(k)~k , ∆E =
∑
k

n(k)ω(k), (10.282)

де n(k) – кiлькiсть квазiчастинок, що виникли в газi.
З формули

∆E = v ·∆P (10.283)

маємо ∑
k

n(k)[ω(k)− ~(vk)] = 0. (10.284)
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Ця рiвнiсть повинна виконуватись при довiльних n(k). При цьому ω(k) =

= ~ (vk) = ~vk cos(v̂k) i cos(v̂k) > 0, а

v =
ω(k)

~k cos(v̂k)
, v >

ω(k)

~k
= vcr. (10.285)

Це означає, що iснує критична швидкiсть потоку vcr, яка дорiвнює
швидкостi звуку vs =

√
Nw(0)/mV ~ така, що при швидкостях, менших

за критичну, гальмування потоку за рахунок виникнення квазiчастинок
неможливе, а значить механiзм внутрiшнього тертя вiдсутнiй. Тобто ви-
никає властивiсть надплинностi.

10.3 Надпровiднiсть

10.3.1 Гамiльтонiан Бардiна–Купера–Шрiффера

Нехтуючи кулонiвським вiдштовхуванням i враховуючи ефективне
притяжiння лише електронiв з протилежними квазiiмпульсами i проти-
лежними знаками проекцiй спiну, використаємо модельний гамiльтонiан

Ĥ =
∑
k

E(k)[â+(k)â(k) + b̂+(k)b̂(k)]−

− 1

V

∑
k ,k ′

w(k , k ′)â+(k)b̂+(−k)b̂(−k ′)â(k ′). (10.286)

Як i ранiше E(k) = ~2k2

2m
. Тепер â+(k), â(k) – оператори народже-

ння i знищення електронiв з квазiiпульсом k i проекцiєю спiну ~/2, а
b̂+(−k), b̂(−k) – оператори народження i знищення електронiв з квазiiм-
пульсом −k i проекцiєю спiну −~/2, w(k , k ′) – функцiя, що описує взає-
модiю електронiв з квазiiмпульсами k ′ i −k ′. В результатi взаємодiї ква-
зiiмпульси цiєї пари електронiв будуть дорiвнювати k i −k , при цьому
всi чотири квазiiмпульси заключенi у шарi iмпульсного простору побли-
зу сфери Фермi товщини ∼ νD/vmax. Пiдсумовування у второму доданку
(10.286) ведеться лише за квазiiмпульсами, що знаходяться в цьому шарi.
Функцiя w(k , k ′) дiйсна i симетрична вiдносно своїх аргументiв. Гамiль-
тонiан (10.286) називається гамiльтонiаном Бардiна–Купера–Шрiфера.

Пари електронiв з протилежними за знаком проекцiями спiну i су-
марним квазiiпульсом, що дорiвнює нулевi, називають куперовськими
парами. Вони можуть утворювати зв’язанi стани при будь-якiй малiй
взаємодiї. Це можна уявити таким чином: в як завгодно малiй потенцi-
альнiй ямi квазiiмпульси електронiв зменшуються по мiрi їх вiддалення
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один вiд одного, так як вiдбувається гальмування внаслiдок їхнього вза-
їмного притяжiння. Однак при температурах близьких до нуля, змен-
шення квазiiмпульсу не може бути безмежним. Як тiльки квазiiмпульси
частинок досягають значення kmax, подальше зменшення квазiiмпульсу
стає неможливим внаслiдок принципу Паулi, так як всi "мiсця"всерединi
сфери Фермi зайнятi електронами. Це значить, що подальше збiльшення
вiдстанi мiж компонентами пари неможливе, i вони утворюють зв’язаний
стан.

Другий доданок в гамiльтонiанi (10.286) описує процеси перетворення
однiєї куперовської пари (k ′,−k ′) в iншу (k ,−k).

10.3.2 Оператор взаємодiї

Зручно формально розглядати електронний газ як систему зi змiнною
кiлькiстю частинок, тобто перейти вiд канонiчного до великого канонi-
чного розподiлу, для чого енергiю E замiнюємо на рiзницю E − µN , а
хiмiчний потенцiал визначаємо з умови нормування N = T ∂ ln Ξ

∂µ
, де Ξ

– велика статистична сума. Тодi в представленнi вторинного квантува-
ння гамiльтонiан замiнюється на рiзницю Ĥ − µN̂ , де оператор повної
кiлькостi частинок

N̂ =
∑
k

[â+(k)â(k) + b̂+(−k)b̂(−k)]. (10.287)

Саме цю рiзницю ми далi будемо вважати гамiльтонiаном i позначати
знову як Ĥ. Тому маємо

Ĥ =
∑
k

ε(k)[â+(k)â(k) + b̂+(−k)b̂(−k)]−

− 1

V

∑
k ,k ′

w(k , k ′)â+(k)b̂+(−k)b̂(−k ′)â(k ′), (10.288)

де тепер ε(k) = ~2k2

2m
− µ = ~2

2m
(k2− k2

max) – енергiя, що вiдраховується вiд
поверхнi Фермi.

Введемо ермiтово спряженi оператори ∆̂(k) i ∆̂+(k):

∆̂(k) =
1

2V

∑
k ′
w(k , k ′)b̂(−k ′)â(k ′),

∆̂+(k) =
1

2V

∑
k ′
w(k , k ′)â+(k ′)b̂+(−k ′). (10.289)
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Оператор взаємодiї в (10.288) ермiтовий i тому запишемо його як

Ĥint = − 1

2V

∑
k ,k ′

w(k , k ′)[â+(k)b̂+(−k)b̂(−k ′)â(k ′)+

+ â+(k ′)b̂+(−k ′)b̂(−k)â(k)] =

= −
∑
k

[â+(k)b̂+(−k)∆̂(k) + ∆̂+(k)b̂(−k)â(k)], (10.290)

звiдки для повного гамiльтонiану маємо

Ĥ =
∑
k

ε(k)[â+(k)â(k) + b̂+(−k)b̂(−k)]−

−
∑
k

[â+(k)b̂+(−k)∆̂(k) + ∆̂+(k)b̂(−k)â(k)]. (10.291)

За допомогою фур’є-перетворень запишемо оператор ∆̂(k) наступним
чином

∆̂(k) =
1

2V

∑
k ′
w(k , k ′)b(−k ′)a(k ′) =

=
1

2V

∑
k ′
w(k , k ′)

1√
V

∫
dre−k ′r b̂(r)

1√
V

∫
dr ′eik

′r ′ â(r ′) =

=
1

2V

∫∫
drdr ′W (k , r ′ − r)b̂(r)â(r ′), (10.292)

де позначено

W (k , r ′ − r) =
1

V

∑
k ′
w(k , k ′)eik

′(r ′−r). (10.293)

Знайдемо комутатори

[∆̂(k), â(r)] =

=
1

2V

∫∫
dr ′dr ′′W (k , r ′′ − r ′)b̂(r ′) (â(r ′′)â(r)− â(r)â(r)′′) =

= 0 (10.294)

i

[∆̂(k), â+(r)] =

=
1

2V

∫∫
dr ′dr ′′W (k , r ′′ − r ′)b̂(r ′)

(
â(r ′′)â+(r)− â+(r)â(r)′′

)
=

=
1

2V

∫∫
dr ′dr ′′W (k , r ′′ − r ′)b̂(r ′)δ(r ′′ − r) =
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=
1

2V

∫
dr ′W (k , r − r ′)b̂(r ′). (10.295)

Квадрат норми оператора [∆̂(k), â(r)] дорiвнює нулевi, а квадрат норми
оператора [∆̂(k), â+(r)] є∣∣∣[∆̂(k), â+(r)]

∣∣∣2 =
1

4V 2

∫∫
dr ′dr ′′W (k , r−r ′)W (k , r ′′−r)〈χ|b̂+(r ′′)b̂(r ′)|χ〉.

(10.296)
Обидва iнтегрування обмежуються функцiєю взаємодiї областю ∼ r3

0 i
квадрат норми має величину ∼ r6

0/V
2, яка добiгає нуля при V → ∞.

Таким чином, на межi V →∞ величини ∆(k) i ∆+(k) комутують з опе-
раторами â(r), â+(r), b̂(r), b̂+(r) i, тим самим, з будь-якими функцiями
цих операторiв. Тому розглядаємо ∆(k) i ∆+(k) не як оператори, а як
комплексно спряженi функцiї.

Якщо функцiю ∆(k) обрати дiйсною, то гамiльтонiан (10.291) можна
переписати у виглядi

Ĥ =
∑
k

ε(k)[â+(k)â(k) + b̂+(−k)b̂(−k)]−

−
∑
k

∆(k)[â+(k)b̂+(−k) + b̂(−k)â(k)]. (10.297)

10.3.3 Квазiчастинки

Введемо квазiчастинки, що є суперпозiцiями частинки, що має ква-
зiiмпульс k i проекцiю спiну ~/2, i частинки, що має квазiiмпульс −k i
проекцiю спiну −~/2. Тобто проведемо канонiчне перетворення Боголю-
бова тепер для фермi-операторiв

â(k) = ξ̂(k) cos ϕ(k) + η̂+(−k) sin ϕ(k),
b̂(−k) = −ξ̂+(k) sin ϕ(k) + η̂(−k) cos ϕ(k),
â+(k) = ξ̂+(k) cos ϕ(k) + η̂(−k) sin ϕ(k),

b̂+(−k) = −ξ̂(k) sin ϕ(k) + η̂+(−k) cos ϕ(k), (10.298)

де ϕ(k) – функцiя, яку ще треба визначити. Оператори ξ̂(k), ξ̂+(k), η̂(k),
η̂+(k) задовiльняють таким самим комутацiйним спiввiдношенням, як
оператори â(k), â+(k), b̂(k), b̂+(k):

ξ̂(k)ξ̂(k ′) + ξ̂(k ′)ξ̂(k) = 0,
ξ̂+(k)ξ̂+(k ′) + ξ̂+(k ′)ξ̂+(k) = 0,
ξ̂(k)ξ̂+(k ′) + ξ̂+(k ′)ξ̂(k) = δk ,k ′ ,
η̂(k)η̂(k ′) + η̂(k ′)η̂(k) = 0,
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η̂+(k)η̂+(k ′) + η̂+(k ′)η̂+(k) = 0,
η̂(k)η̂+(k ′) + η̂+(k ′)η̂(k) = δk ,k ′ . (10.299)

Також оператори ξ̂(k), ξ̂+(k) антикомутують з операторами η̂(k), η̂+(k).
Тобто ξ̂+(k), η̂+(k) можна розглядати як оператори народження, а

ξ̂(k), η̂(k) – як оператори знищення квазiчастинок двох сортiв – ξ-частинок
i η-частинок. Цi квазiчастинки є лiнiйними суперпозицiями частинок з
антипаралельними спiнами i сумарним квазiiмпульсом, що дорiвнює ну-
левi.

Пiдставляємо (10.298) в (10.297) i знаходимо гамiльтонiан в нових
змiнних

Ĥ =
∑
k

{ε(k)[1− cos 2ϕ(k)]−∆(k) sin 2ϕ(k)}+

+
∑
k

[ε(k) cos 2ϕ(k) + ∆(k) sin 2ϕ(k)][ξ̂+(k)ξ̂(k) + η̂+(−k)η̂(−k)]+

+
∑
k

[ε(k) sin 2ϕ(k)−∆(k) cos 2ϕ(k)]×

×[ξ̂+(k)η̂+(−k) + η̂(−k)ξ̂(k)]. (10.300)

Оберемо параметр ϕ(k) так, щоб останнiй член дорiвнював нулевi.
Гамiльтонiан в представленнi чисел заповнення ξ i η квазiчастинок стає
дiагональним. Це означає, що доданки, що описують процеси одночасно-
го народження ξ i η квазiчастинок i одночасного зникнення ξ i η квазiча-
стинок, зникають i дiагональнi елементи дають спектр енергiї системи.
Фiзично це вiдповiдає переходу вiд розгляду iдеального газу взаємодiю-
чих електронiв до iдеального газу невзаємодiючих квазiчастинок.

Умова дiагональностi гамiльтонiану (10.300) має вигляд

tg 2ϕ(k) =
∆(k)

ε(k)
, (10.301)

серед можливих значень, що задовiльняють (10.301), обираємо

sin 2ϕ(k) =
∆(k)

ω(k)
, cos 2ϕ(k) =

ε(k)

ω(k)
, (10.302)

де
ω(k) =

√
ε2(k) + ∆2(k). (10.303)

Пiдставляючи (10.302), (10.301) в (10.300), одержуємо

Ĥ =
∑
k

[ε(k)− ω(k)]+
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+
∑
k

ω(k)[ξ̂+(k)ξ̂(k) + η̂+(−k)η̂(−k)]. (10.304)

Перший доданок в (10.304) – енергiя основного стану, другий – сума
енергiй квазiчастинок.

10.3.4 Термодинамiка надпровiдника

Для побудови термодинамiки надпровiдника треба знайти середнє
значення оператора Ĥ по стану з визначеною температурою T . На пер-
шому кроцi знаходимо квантовомеханiчне середнє (дiагональний матри-
чний елемент) вiд Ĥ по стану з довiльним фiксованим числом квазiча-
стинок nξ i nη. На другому кроцi усереднюємо цей матричний елемент
по ансамблю Гiббса з температурою T , що зводиться до замiни довiль-
них чисел квазiчастинок nξ i nη їхнiми найiмовiрнiшими значеннями при
данiй температурi nξ(T ) i nη(T ). Так як квазiчастинки представляють
собою невзаємодiючи фермiони i їхня кiлькiсть не фiксована як кiль-
кiсть реальних частинок – електронiв, найiмовiрнiшi числа nξ(T ) i nη(T )
визначаються формулами розподiлу Фермi–Дiрака з хiмiчним потенцiа-
лом, що дорiвнює нулевi (подiбно до того, як кiлькiсть фотонiв i фононiв
визначається формулами Бозе–Айнштайна з µ = 0).

Середнє значення ∆(k) буде залежати вiд температури, а тим самим,
i енергiя квазiчастинки ω(k) i параметр перетворення Боголюбова ϕ(k)
теж. Будемо позначати цi середнi величини як ∆(k , T ), ω(k , T ) i ϕ(k , T ),
вiдповiдно. Тепер з (10.302) i (10.303) запишемо

ω(k , T ) =
√
ε2(k) + ∆2(k , T ), (10.305)

sin 2ϕ(k , T ) =
∆(k , T )

ω(k , T )
. (10.306)

Для середнiх чисел квазiчастинок маємо

nξ(T ) = nη(T ) = n(k , T ) =
1

eω(k ,T )/T + 1
. (10.307)

Замiнюємо в (10.289) оператори b̂(−k), â(k) згiдно з (10.298) i одержимо

∆̂(k) =
1

2V

∑
k ′
w(k , k ′)[−ξ̂+(k ′) sin ϕ(k ′) + η̂(−k ′) cos ϕ(k ′)]×

×[ξ̂ cos ϕ(k ′) + η̂+(−k ′) sin ϕ(k ′)]. (10.308)
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Як зазначено вище, величина ∆(k) з точнiстю до доданкiв ∼ r3
0/V є

c-числом, а значить спiвпадає зi своїм дiагональним матричним елемен-
том. Зберiгаючи в правiй частинi (10.308) лише дiагональнi оператори
ξ̂+(k ′)ξ̂(k ′) i η̂+(−k ′)η̂(−k ′)

∆(k) =
1

2V

∑
k ′
w(k , k ′)

(
−ξ̂+(k ′)ξ̂(k ′) sin ϕ(k ′) cos ϕ(k ′)+

+ η̂(−k ′)η̂+(−k ′) cos ϕ(k ′) sin ϕ(k ′)
)

(10.309)

i замiнюючи їх на власнi значення nξ i 1− nη, знаходимо

∆(k) =
1

4V

∑
k ′
w(k , k ′) sin 2ϕ(k ′)(1− nξ − nη) =

=
1

4V

∑
k ′
w(k , k ′)

∆(k ′)
ω(′)

(1− nξ − nη). (10.310)

Усереднюємо це рiвняння по стану з температурою T i, використовуючи
формулу (10.307) i формулу

eω/T − 1

eω/T + 1
= th

ω

2T
, (10.311)

знаходимо

∆(k , T ) =
1

4V

∑
k ′
w(k , k ′)

∆(k ′, T )

ω(k ′, T )
th
ω(k ′, T )

2T
(10.312)

або

∆(k , T ) =
1

4V

∑
k ′
w(k , k ′)

∆(k ′, T )√
ε2(k′) + ∆2(k ′, T )

th

√
ε2(k′) + ∆2(k ′, T )

2T
.

(10.313)
Це iнтегральне рiвняння для ∆(k , T ). Воно має тривiальний розв’язок

∆(k , T ) = 0. Зацiкавившись пошуком нетривiального розв’язку мусимо
провести деякi спрощення. Замiнимо функцiю w(k , k ′) в шарi, де вона
вiдмiнна вiд нуля, її середнiм значенням g. Тодi величина ∆ не залежить
вiд квазiiмпульсу. Пiсля скорочення на ∆ 6= 0 рiвняння (10.299) приймає
вигляд

1 =
g

4V

∑
k

th

√
ε2(k)+∆2(T )

2T√
ε2(k) + ∆2(T )

. (10.314)
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Так як lim
x→∞

th x = 1, то при T = 0

1 =
g

4V

∑
k

1√
ε2(k) + ∆2(0)

. (10.315)

Умова можливостi розв’язання цього рiвняння, тобто умова iснування
рiшення, що не дорiвнює нулевi:

g

4V

∑
k

1

|ε(k)|
> 1 (10.316)

є умовою виникнення надпровiдностi i пов’язана з iснуванням досить
сильної електрон-фононної взаємодiї.

10.3.5 Надпровiдний стан

Покажемо, що рiшення ∆(0) 6= 0 вiдповiдає надпровiдному стану еле-
ктронного газу. Енергiя квазiчастинки ω(k, 0) =

√
ε2(k) + ∆2(0) змен-

шується при наближеннi до поверхнi Фермi i на поверхнi Фермi досягає
мiнiмального значення ∆(0). Таким чином, маємо ω(k, 0) > ∆(0). Тоб-
то перший збуджений стан системи вiдокремлений вiд основного стану
областю заборонених енергiй. Так як квазiчастинки ξ i η мають спiн ~/2,
вони можуть згiдно з законом збереження спiну виникати лише парами.
Отже, енергетична щiлина при T = 0 дорiвнює 2∆(T ). Так як у ста-
нi з ∆ 6= 0 мiнiмальне значення ω(k, T )/k > ∆(T )/k вiдмiнно вiд нуля,
система повинна мати властивiсть надплинностi з умови (10.285). Для
електронного газу в провiднику ця властивiсть проявляється як надпро-
вiднiсть.

В рiвняннi (10.314) для щiлини при T 6= 0 перейдемо вiд пiдсумо-
вування до iнтегрування. Замiнюємо

∑
k
. . . на (V/2π2)

∫
dk k2 . . . i iнте-

груємо по тонкому сферичному шару поблизу поверхнi Фермi товщини
∼ νmax/vmax. Одержуємо

1 =
g

8π2

kmax+τ∫
kmax−τ

k2dk
th

√
ε2(k)+∆2(T )

2T√
ε2(k) + ∆2(T )

, (10.317)

де τ = Bνmax/vmax, B – чисельний коефiцiєнт. Враховуючи, що τ � kmax,
замiнiмо в iнтегралi повiльно змiнюємиф множник k2 на k2

max i зробимо
замiну змiнної iнтегрування, використовуючи

ε(k) =
~2(k2 − k2

max)

2m
≈ ~vmax(k − kmax) (10.318)
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i, вiдповiдно, dε = ~
m
pmaxdk, в (10.317):

1 =
g

8π2

p2
max

~2

m

~pmax

~vmaxτ∫
−~vmaxτ

dε
th

√
ε2(k)+∆2(T )

2T√
ε2(k) + ∆2(T )

. (10.319)

Введемо допомiжну величину

Λ =
4π2~3

mpmax
(10.320)

Тодi

1 =
g

2Λ

~vmaxτ∫
−~vmaxτ

dε
th

√
ε2(k)+∆2(T )

2T√
ε2(k) + ∆2(T )

(10.321)

i нарештi вводимо нову змiнну iнтегрування ε = ∆(T ) shϕ:

dε = ∆(T ) chϕ dϕ, ϕ = arsh
ε

∆(T )
. (10.322)

Одержуємо

1 =
g

2Λ

b∫
−b

th
(

∆(T )
2T

chϕ
)

∆(T ) chϕ
∆(T ) chϕ dϕ, (10.323)

де

b = arsh

(
~vmaxτ
∆(T )

)
. (10.324)

Враховуємо симетрiчнiсть пiдiнтегрального виразу

1 =
g

Λ

b∫
0

dϕ th

[
∆(T )

2T
chϕ

]
, (10.325)

Далi перетворимо цей вираз наступним чином

1 =
g

Λ


b∫

0

dϕ

[
th

(
∆(T )

2T
chϕ

)
− 1

]
+

b∫
0

dϕ

 =

=
g

Λ


b∫

0

dϕ

[
th

(
∆(T )

2T
chϕ

)
− 1

]
+ arsh

(
~vmaxτ
∆(T )

) =

=

[
th x = − 2

e2x + 1
, lim

x→∞
arsh x = ln(2x)

]
≈
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≈ g

Λ

−2

∞∫
0

dϕ

e
∆(T )
T

chϕ + 1
+ ln

(
2~vmaxτ

∆(T )

) . (10.326)

Це перетворення вiдбулося при умовi, що ~vmaxτ/∆(T )� 1 i при замiнi
верхньої границi iнтегралу на ∞.

При T = 0 аналогiчне вирiшення рiвняння для щiлини приводить до
рiвняннь:

1 =
g

2π2

kmax+τ∫
kmax−τ

k2dk√
ε2(k) + ∆2(0)

(10.327)

замiсть (10.317),

1 =
g

Λ

~vmaxτ∫
0

dε√
ε2 + ∆2(0)

(10.328)

замiсть (10.320). Аналогiчно вводимо нову змiнну iнтегрування

ε = ∆(0) shϕ, dε = ∆(0) chϕ dϕ. (10.329)

Тодi

1 =
g

Λ

b∫
0

∆(0) chϕ dϕ

∆(0) chϕ
=
g

Λ

b∫
0

dϕ =
g

Λ
b (10.330)

i знаходимо

1 =
g

Λ
arsh

(
~vmaxτ
∆(0)

)
≈ g

Λ
ln

(
2~vmaxτ

∆(0)

)
. (10.331)

Порiвнюючи (10.325) i (10.330), знаходимо

ln
∆(0)

∆(T )
= 2

∞∫
0

dϕ

e
∆(T )
T

chϕ + 1
. (10.332)

Iнтеграл в (10.332) можна обчислити, якщо скористатися розвиненням

1

e
∆(T )
T

chϕ + 1
=

∞∑
m=1

(−1)m−1e−
m∆(T )
T

chϕ (10.333)

i формулою
∞∫

0

dϕ ch (αϕ)e−βchϕ = Kα(β), (10.334)
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де Kα(β) – функцiя Бесселя уявного аргументу. Звiдки знаходимо

ln
∆(0)

∆(T )
= 2

∞∑
m=1

(−1)m−1K0

(
m∆(T )

T

)
. (10.335)

При низьких температурах обмежимся лише першим членом ряду i ско-
риставшись представленням функцiї K0(z) ∼

√
π
2z
e−z.

ln
∆(0)

∆(T )
=

√
2πT

∆(T )
e−

∆(T )
T (10.336)

Скористаймося наближенням

ln
∆(0)

∆(T )
= ln

(
1 +

∆(0)−∆(T )

∆(T )

)
≈ ∆(0)−∆(T )

∆(T )
(10.337)

i при розкладеннi

∆(T )

T
=

∆(0)

T
+

∆(T )−∆(0)

T
(10.338)

точнiстю порядка [∆(T )−∆(0)]/T . Тодi маємо

∆(T ) = ∆(0)−
√

2πT∆(0)e−∆(0)/T . (10.339)

При критичнiй температурi Tc вiдбувається фазовий перехiд з надпро-
вiдного в нормальний стан (при збiльшеннi температури). При цiй тем-
пературi ∆(T ) обертається в нуль.

При малих значеннях ∆/T для ряду з формули (10.335) скористає-
мося формулою пiдсумовування ряду

∞∑
m=1

(−1)mK0(mx) =
1

2

(
C + ln

x

π

)
+

+ π
∞∑
l=1

[
1√

x2 + (2l − 1)2π2
− 1

(2l − 1)π

]
, (10.340)

де C = ln γ = 0, 577 – стала Ойлера. Пiдставляємо в (10.320) i одержуємо

ln
∆(0)

∆(T )
= ln

πT

γ∆(T )
+ 2π

∞∑
l=1

[
1

(2l − 1)π
− 1√

(2l − 1)2π2 + (∆(T )/T )2

]
.

(10.341)
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При ∆(T )→ 0, знаходимо

ln
∆(0)

∆(T )
= ln

πT

γ∆(T )
. (10.342)

Звiдки маємо
∆(0)

Tc
=
π

γ
= 1, 76. (10.343)

В наступному наближеннi по (Tc − T )/Tc знаходимо

ln
∆(0)

∆(T )
= ln

πT

γ∆(T )
+ 2π

∞∑
l=1

1

(2l − 1)π

1− 1√
1 + ∆2(T )

T 2
1

(2l−1)2π2

 ≈
≈ ln

πT

γ∆(T )
+ 2π

∞∑
l=1

1

(2l − 1)π

[
1−

(
1− ∆2(T )

2T 2(2l − 1)2π2

)]
=

= ln
πT

γ∆(T )
+ 2π

∆2(T )

2T 2π3

∞∑
l=1

1

(2l − 1)3
=

= ln
πT

γ∆(T )
+

∆2(T )

π2T 2

(
ζ(3)− 1

8
ζ(3)

)
=

= ln
πT

γ∆(T )
+

∆2(T )

π2T 2

7

8
ζ(3). (10.344)

Перепишемо останнiй вираз як

ln

(
∆(0)

T

γ

π

)
=

7ζ(3)

8π2

∆2(T )

T 2
(10.345)

i далi
∆(T )

T
=

2
√

2π√
7ζ(3)

√
ln

∆(0)γ

πT
. (10.346)

Використовуємо (10.344) i наближенi формули для логарiфму i кореню
знаходимо

∆(T )

Tc
=

2
√

2π√
7ζ(3)

√
Tc − T
Tc

= 3, 06

√
Tc − T
Tc

. (10.347)

10.3.6 Теплоємнiсть надпровiдника

З формули для ентропiї газу квазiчастинок (9.27)

S = −
∑
k

[nξ lnnξ + (1− nξ) ln(1− nξ) + nη lnnη + (1− nη) ln(1− nη)] =
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= −2
∑
k

n(k , T ) lnn(k , T ) + [1− n(k , T )] ln[1− n(k , T )] (10.348)

знаходимо

Cs = T
∂S

∂T
= 2T

∑
k

ln

[
1− n(k , T )

n(k , T )

]
dn(k , T )

dT
. (10.349)

Iндекс s в цiй формулi вказує на надпровiдний стан, iндекс V теплоєм-
ностi при постiйному об’ємi опущений.

Пiдставляємо рiвноважне значення n(k , T ) з формули (10.307):

dn(k , T )

dT
= − eω(k,T )/T

(eω(k,T )/T + 1)2

[
dω(k,T )
dT

T − ω(k, T )

T 2

]
=

=
eω(k,T )/T

(eω(k,T )/T + 1)2

1

ω(k, T )T 2

[
ω2(k, T )− T

2

d∆2(T )

dT

]
, (10.350)

де враховано, що

dω

dT
=

1

2
√
ε2(k) + ∆2(T )

d∆2(T )

dT
=

1

2ω

d∆2(T )

dT
(10.351)

i переходимо до iнтегрування за ε:

Cs =
2V

ΛT 2

~vmaxτ∫
0

dε

ch2 (ω(k, T )/2T )

[
ω2(k, T )− T

2

d∆2(T )

dT

]
. (10.352)

Якщо розглядати поведiнку теплоємностi в низькотемпературнiй обла-
стi T � ∆(0), то можна знехтувати другим доданком в (10.352) i замi-
нити ch (ω/2T ) на 1

2
eω/2T , а також розповсюдити iнтегрування до ∞:

Cs =
8V

ΛT 2

∞∫
0

ω2e−ω(k,T )/T dε. (10.353)

Далi замiнююємо множник ω2 на ∆2(0) i в показнику експоненти ко-
ристуємось розвиненням ω = ∆(0) + ε2/2∆(0). Маємо

Cs =
8V∆2(0)

ΛT 2

∞∫
0

dε e−ε
2/2∆(0)T e−∆(0)/T . (10.354)

Обчислюємо iнтеграл i знаходимо

Cs =
4
√

2πV 5/2(0)

ΛT 3/2
e−∆(0)/T . (10.355)
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Вiднесемо значення Cs до теплоємностi електронного газу в нормальному
станi при T = Tc. Згiдно з (10.84)

Cn(Tc) =
π2Nm

p2
max

Tc. (10.356)

Використовуємо формулу (10.48) для pmax, (10.320) для Λ i спiввiдноше-
ння (10.343), щоб одержати

Cs(T )

Cn(Tc)
=

3

γ

√
2

π

[
∆(0)

T

]3/2

e−∆(0)/T . (10.357)

Тепер розглянемо температури, що близькi до критичної температури
Tc. Цього разу нас цiкавить другий доданок в (10.352) для того, щоб
обчислити стрибок теплоємностi, так як в нормальному станi ∆ ≡ 0,
ω ≡ ε, а в надпровiдному ∆ = 0, ω = ε при T = Tc. Скористуємся тим,
що при T = Tc маємо ω = ε:

~vmaxτ∫
0

dε

ch2 (ω(k, T )/2T )
≈
∫ ∞

0

dε

ch2 (ε/2T )
= 2T. (10.358)

Тодi одержуємо

Cs − Cn = −2V

Λ

d(∆2(T ))

dT

∣∣∣∣
T=Tc

. (10.359)

З (10.347) можна знайти

∆2(T ) =
8π2

7ζ(3)
Tc(Tc − T ). (10.360)

Здиференцiюємо цей вираз i пiдставимо в (10.359)

Cs − Cn
Cn

∣∣∣∣
T=Tc

=
p2
max

π2mNTc

2V

Λ

8π2

7ζ(3)
Tc. (10.361)

Подальшi обчислення приводять до стрибка теплоємностi при переходi
вiд нормального в надпровiдний стан по вiдношенню до теплоємностi
нормального стану при критичнiй температурi Cn(Tc):

Cs − Cn
Cn

∣∣∣∣
T=Tc

=
12

7ζ(3)
= 1, 43. (10.362)
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Роздiл 11

Фазовi переходи

11.1 Класифiкацiя фазових переходiв

Вiдомi з Гл. 4 умови термодинамiчної рiвноваги (4.29) – (4.31) гетеро-
генної системи можуть бути порушенi. Якщо порушується хоча б одна з
умов рiвноваги, то в системi починається перехiд речовини з однiєї фа-
зи до iншої. Такий процес називають фазовим переходом або фазовим
перетворенням.

Еренфест запропонував класифiкацiю фазових переходiв за якою по-
рядок фазового переходу визначається порядком похiдних вiд термоди-
намiчного потенцiалу, що зазнають стрибки при переходi.

При фазових переходах першого роду стрибком змiнюються об’єм i
питома теплота переходу, таким чином, теплота або видiляється, або по-
глинається. Це зрозумiло, якщо згадати, що вони визначаються першими
похiдними

V =

(
∂G

∂p

)
T

, S = −
(
∂G

∂T

)
p

. (11.1)

При фазовому переходi другого роду стрибком змiнюються теплоєм-
нiсть

Cp = −T
(
∂2G

∂T 2

)
p

, (11.2)

стиснення

β = − 1

V

(
∂2G

∂p2

)
T

, (11.3)

коефiцiєнт теплового розширення

α =
1

V

(
∂2G

∂T∂p

)
(11.4)
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i деякi iншi величини.
До фазових переходiв першого роду вiдносяться плавлення, кипiн-

ня, переходи мiж кристалiчними модiфiкацiями, перехiд в надпровiдний
стан в магнiтному полi i т.д. До фазових переходiв другого роду - пе-
рехiд в надпровiдний стан у вiдсутностi магнiтного поля, а також кри-
тичнi переходи, коли другi похiднi термодинамiчного потенцiалу стають
нескiнченними (критичний перехiд рiдина – газ, перехiд феромагнетiк –
парамагнетiк, перехiд у надплинний стан, сегнетоелектричний перехiд).

Ця класифiкацыя має обмежений характер у першу чергу з-за крити-
чних переходiв. Останнiм часом вивчаються фазовi переходи бiльш ви-
соких порядкiв, де вiдбувається стрибок третiх i т.д. похiдних. До того ж
вiдомi фазовi переходи, що позначаються дробовим порядком (переходи
Лiфшица 21

2
-порядку).

11.2 Фазовi переходи першого роду

Умова рiвностi хiмiчних потенцiалiв при рiвновазi двох фаз

µ1(p, T ) = µ2(p, T ) (11.5)

буде пов’язувати теплоту перехода, стрибок питомого об’єму i нахил кри-
вої рiвноваги в точцi переходу.

Диференцiюємо (11.5)

dµ1(p, T ) = dµ2(p, T ) (11.6)

або (
∂µ1

∂T

)
p

dT +

(
∂µ1

∂p

)
T

dp =

(
∂µ2

∂T

)
p

dT +

(
∂µ2

∂p

)
T

dp, (11.7)

звiдки
dp

dT
=

(
∂µ2

∂T

)
p
−
(
∂µ1

∂T

)
p(

∂µ1

∂p

)
T
−
(
∂µ2

∂p

)
T

(11.8)

i, враховуючи, що dµ = −sdT + vdp, де s i v – питомi (на одну частинку)
ентропiя i об’єм, вiдповiдно, одержимо

dp

dT
=
s2 − s1

v2 − v1

. (11.9)
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Це рiвняння кривої рiвноваги, яке називаэться рiвнянням Клайперона –
Клаузiуса. Якщо ввести позначення λ = T (s2−s1) для питомої (на моль)
теплоти переходу, то його можна записати у виглядi

dp

dT
=

λ

T (v2 − v1)
. (11.10)

11.3 Фазовi переходи другого роду
В фазових переходах другого роду не вiдбувається стрибка в змiненнi

стану. Стан системи змiнюється безперервно i в точках фазового пере-
ходу стани фаз спiвпадають. Тепловий ефект переходу дорiвнює нулевi
i питомий об’єм залишається незмiнним.

При фазовому переходi другого роду змiнюється внутрiшня симетрiя
речовини. Ця симетрiя характеризується так званим параметром поряд-
ку.

11.3.1 Рiвняння Еренфеста

Права частина рiвняння Клапейрона – Клаузiуса (11.9) в точцi фазо-
вого переходу другого роду приймає вигляд невизначеностi 0/0. Скори-
стаємось правилом Лопiталя для її розкриття

dp

dT
=

∂s2
∂T
− ∂s1

∂T
∂v2

∂T
− ∂v1

∂T

=
∆Cp

T∆
(
∂v
∂T

)
p

(11.11)

i
dp

dT
=

∂s2
∂p
− ∂s1

∂p

∂v2

∂p
− ∂v1

∂p

(11.12)

або
dp

dT
= −

∆
(
∂v
∂T

)
p

∆
(
∂v
∂p

)
T

, (11.13)

так як з dµ = −sdT + vdp витiкає −
(
∂s
∂p

)
T

=
(
∂v
∂T

)
p
. I тодi з формул

(11.11) i (11.13) одержуємо рiвняння Еренфеста для фазових переходiв
другого роду

∆Cp = −T
(
dp

dT

)2

∆

(
∂v

∂p

)
T

, (11.14)

∆

(
∂v

∂T

)
p

= − dp
dT

∆

(
∂v

∂p

)
T

. (11.15)
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Цi рiвняння пов’язують мiж собою стрибки теплоємностi i нахил кривої
рiвноваги в точцi переходу.

11.3.2 Фазовi переходи другого роду
феромагнетик – парамагнетик

Параметром порядку, що змiнюється при переходi феромагнетiк –
парамагнетiк є спонтанна намагнiченiсть.

При збiльшеннi магнiтного поля енергiя одиницi об’єму тiла збiльшу-
ється на величину

dE =
1

4π
HdB. (11.16)

Для вiльної енергiї в магнiтному полi тодi маємо

dF = −SdT − pdV + µdN +
1

4π
HdB. (11.17)

Розглянемо менш загальний випадок цилiндричної симетрiї: тiло ци-
лiндричної форми знаходиться у зовнiшньому полi напруженостi H, яке
направлене увздовж осi цилiндру. У цьому випадку напруженiсть H ма-
гнiтного поля всерединi тiла дорiвнює зовнiшньому магнiтному полю i
тодi зручно використовувати замiсть незалежної змiнної iндукцiї магнi-
тного поля B саме напруженiсть H = B − 4πM , де M – намагнiченiсть,
яку зручно знаходити з ефективної вiльної енергiї

F(T,H) = F (T,B)− 1

8π
H2 −HM, (11.18)

для якої (11.17) буде мати вигляд

dF = −SdT − pdV + µdN −MdH. (11.19)

Тодi намагнiченiсть визначається як

M = −
(
∂F
∂H

)
T

. (11.20)

Спонтанний магнiтний момент в феромагнетiках iснує навiть при вiд-
сутностi зовнiшнього магнiтного поля. При заданiй температурi рiвнова-
жне значення спонтанної намагнiченостi визначається мiнiмальним зна-
ченням ефективної вiльної енергiї F при умовi H = 0. Якщо цей мiнiмум
вiдповiдає значенню M = 0, то тiло знаходиться в парамагнiтному станi.
При температурi нижче температури Кюрi Tc мiнiмальному значенню
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ефективної вiльної енергiї вiдповiдає M = 0. Розвинемо ефективну вiль-
ну енергiю за ступенями намагнiченостi

F = F0(T ) + a(T )M2 +
1

2
b(T )M4. (11.21)

Будемо вважати, що речовина iзотропна, тому непарних ступенiв в роз-
виненнi немає. Теорiя Ландау описує термодинамiчнi i магнiтнi властиво-
стi феромагнетiка в околi точки Кюрi. Поблизу цiєї точки намагнiченiсть
повинна бути малою величиною. Для цього треба, щоб b(T ) > 0.

Мiнiмум функцiї (11.21) визначається спiввiдношеннями

∂F
∂M

= a(T )M + b(T )M3 = 0, (11.22)

∂2F
∂M2

= a(T ) + 3b(T )M2 > 0. (11.23)

Якщо коефiцiєнт a(T ) додатний, то мiнiмум знаходиться в початку коор-
динат, i речовина парамагнiтна. Якщо a(T ) < 0, то мiнiмум знаходиться
в точцi

M =

√
|a(T )|
b(T )

(11.24)

i речовина має спонтанний момент. Найпростiша модель у цьому випадку
є

a(T ) = α(T − Tc), α > 0, b(T ) = b = const. (11.25)

В цiєї моделi намагнiченiсть звертається в нуль по закону

M =

M0(T ) =

√
α

b
(Tc − T ), T < Tc,

0, T > Tc.

(11.26)

Рiвноважне мiнiмальне значення рiвноважної ефективної вiльної енергiї
(11.21) дорiвнює

F =

 F0(T )− 1

2

α2

b
(Tc − T )2, T < Tc,

F0(T ), T > Tc.
(11.27)

Ентропiя тiла (в цьому випадку S = −∂F
∂T

) дорiвнює

S =

S0(T )− α2

b
(Tc − T ), T < Tc,

S0(T ), T > Tc.
(11.28)
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В феромагнiтному станi ентропiя має вiд’ємний доданок, що вказує
на деякий додатковий порядок. Цей доданок приводить до стрибка те-
плоємностi C(T ) = T ∂S

∂T

C(T ) =

C0(T ) +
α2

b
T, T < Tc,

C0(T ), T > Tc.
(11.29)

Таку просту модель треба уточнювати, так як в точцi Кюрi теплоєм-
нiсть має сильнiшу особливiсть обумовлену критичними флуктуацiями.
Модель (11.25) замiнюють на загальнiшу модель

a(T ) = α(Tc − T )γ, 0 < γ < 1. (11.30)

Тут γ – критичний iндекс. В цiй моделi феромагнiтний доданок дорiвнює

δF = −1

2

a2

b
= −1

2

α2

b
(Tc − T )2γ, T < Tc, (11.31)

а доданок до теплоємностi в точцi Кюрi звертається в нескiнченнiсть за
законом

δC = +γ(2γ − 1)
α2

b
T (Tc − T )2γ−2, T < Tc, (11.32)

так як ця особливiсть нагадує грецьку лiтеру λ, то її називають лямбда-
точкою.

Якщо присутнє магнiтне поле, то, обмежуючись моделлю Ландау
(11.25), запишемо ефективну вiльну енергiю в слабкому магнiтному полi
(11.21) як

F(T,H,M) = F0(T ) + a(T )M2 +
1

2
bM4 −HM. (11.33)

Знайдемо мiнiмум цiєї функцiї

∂F
∂M

= a(T )M + bM3 −H = 0. (11.34)

В парамагнiтнiй областi, нехтуючи кубiчним членом, маємо

M =
H

a(T )
, T > Tc (11.35)

i магнiтна сприйнятливiсть описується законом Кюрi – Вейсса

χ =

(
∂M

∂H

)
H=0

=
1

α(Tc − T )
, T > Tc. (11.36)
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Нижче температури Кюрi рiвноважна намагнiченiсть близька до спон-
танного значення (11.26)

M = M0 + δM. (11.37)

В лiнiйному наближеннi з врахуванням (11.25) i (11.26) маємо

a(T )δM + 3bM2
0 δM −H = 0,

a(T )δM − 3a(T )δM −H = 0 (11.38)

i
δM =

H

2|a(T )|
. (11.39)

Як i в парамагнiтнiй областi, сприйнятливiсть наближається до не-
скiнченностi, але з iншим коефiцiєнтом

χ =

(
∂M

∂H

)
H=0

=
1

2α(Tc − T )
, T > Tc. (11.40)

11.3.3 Фазовi переходи другого роду
в розчинах замiщення

При фазовому переходi другого роду в точцi переходу зникає над-
структура, що iснує завдяки певному розподiлу атомiв рiзного сорту за
пiдґратками. Розглянемо бiнарний розчин, який складається з атомiв
двох сортiв А i В. В повнiстю впорядкованiй структурi всi атоми одного
сорту займають вузли вiдповiдних пiдґраток. Для подальшого розгляду
позначимо пiдґратку атомiв сорту А сiмволом α, а пiдґратку атомiв сор-
ту В – β. При змiненнi умов, наприклад, при пiдвищеннi температури або
тиску можливий обмiн мiсцями мiж атомами рiзних сортiв. Тому частина
атомiв з певною ймовiрнiстю опиняються на вузлах ’чужий’ пiдґратки.
При рiвноймовiрному розподiлi атомiв мiж пiдґратками стає неможли-
вим визначати цi пiдґратки. Це так званий стан разупорядоченностi.

Розглянемо випадок, коли NA = NB = N . Вихiдна модель - повнiстю
впорядкований розчин, тобто кожний атом А оточений лише атомами В,
i навпаки. Позначимо мiсця, що зайнятi атомами А, через α, а мiсця, що
зайнятi атомами В, через β. З пiдвищенням температури деяка кiлькiсть
атомiв А переходить на мiсця з пiдґратки β, а така сама кiлькiсть атомiв
В опиняється на мiсцях пiдґратки α. Виразимо це, як

Nα
A = Nβ

B = N1, Nβ
A = Nα

B = N2, (11.41)
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де Nα
A – кiлькiсть атомiв А, що залишаються на мiсцях α, Nβ

B – кiлькiсть
атомiв В, що залишаються на мiсцях β, Nβ

A – кiлькiсть атомiв А, що
перейшли на мiсця β, Nα

B – кiлькiсть атомiв В, що перейшли на мiсця α.
Таким чином, N1 - кiлькiсть атомiв кожного сорту, що зберегли пра-

вiльне розташування, а N2 - кiлькiсть атомiв кожного сорту, що пере-
йшли на ’чужi’ мiсця (в iншу пiдґратку).

Якщо ввести ступiнь далекого порядку

s =
N1 −N2

N
, (11.42)

то при повнiй впорядкованостi N1 = N , N2 = 0 i s = 1, а при повнiй
розупорядкованостi N1 = N2 = 1

2
N i s = 0.

Рiвноважне значення ступiнi далекого порядку знайдемо з умови мi-
нiмуму вiльної енергiї. Спочатку треба виразити її як функцiю s.

В кристалi, що вмiщує 2N атомiв А i В, повна кiлькiсть зв’язкiв дорiв-
нює zN . Кожний такий зв’язок з’єднує атоми, що знаходяться в рiзних
пiдґратках. Це буде зв’язок А–В тодi, коли оба мiсця зайнятi ’своїми’ ато-
мами, або тодi, коли на них знаходяться ’чужi’ атоми. Тому ймовiрнiсть
цього дорiвнює (

N1

N

)2

+

(
N2

N

)2

. (11.43)

Перший доданок – ймовiрнiсть того, що на кiнцях зв’язку знаходя-
ться ’правильно’ розташованi атоми, а другий – що на кiнцях зв’язку
’неправильно’ розташованi атоми. Отже, кiлькiсть зв’язкiв А–В буде до-
рiвнювати

zN

[(
N1

N

)2

+

(
N2

N

)2
]
. (11.44)

Зв’язок буде зв’язком А–А у тому випадку, коли на вiдповiдних су-
сiднiх мiсцях i в пiдґратцi α i в пiдґратцi β знаходяться атоми А. Тому
ймовiрнiсть утворення зв’язку А–А дорiвнює N1N2/N

2, а кiлькiсть зв’яз-
кiв А–А буде

zN

(
N1N2

N2

)
. (11.45)

Симетрiя приводить до такого ж результату для зв’язку В–В. Це вiдбу-
вається тому, що в даному випадку мiсце α повинно бути зайнято непра-
вильно (ймовiрнiсть цього N2/N), а мiсце β – правильно (з ймовiрнiстю
N1/N)

Енергiя розчину складає

E = zN

[
N1N2

N2
wAA +

N1N2

N2
wBB +

(N1)2 + (N2)2

N2
wAB

]
. (11.46)
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Так як N1 +N2 = N , то N1 = N
2

(1 + s), N2 = N
2

(1− s).
Пiдставляємо N1 i N2 в рiвняння для енергiї:

E =
zN

2
wAA +

zN

2
wBB +

zN

4
(1 + s2)(2wAB − wAA − wBB) =

=
N

N0

EA +
N

N0

EB +
N(1 + s2)

2N0

QAB, (11.47)

де EA i EB – енергiя чистих компонентiв, QAB – енергiя змiшування.
Так як в даному випадку треба визначити залежнiсть E вiд s, то

запишемо

E =
N(1 + s2)

2N0

QAB + const. (11.48)

Кiлькiсть способiв розмiстити в данiй пiдґратцi N1 атомiв одного ком-
понента i N2 атомiв iншого дорiвнює

N !

N1!N2!
, (11.49)

а повна кiлькiсть розмiщень атомiв в двох пiдґратках

W =

(
N !

N1!N2!

)2

=

[
1(

N1

N

)N1
(
N2

N

)N2

]2

. (11.50)

Ентропiя сплаву

S = k lnW + const = −2k

[
N1 ln

N1

N
+N2

N2

N

]
+ const =

= −kN
[
(1 + s) ln

1 + s

2
+ (1− s) ln

1− s
2

]
+ const. (11.51)

Для вiльної енергiї

F = E − TS =
N(1 + s2)

2N0

QAB+

+ RT
N

N0

[
(1 + s) ln

1 + s

2
+ (1− s) ln

1− s
2

]
+ const. (11.52)

З цього рiвняння можна знайти рiвноважне значення ступеню далекого
порядку s, що вiдповiдає мiнiмуму повної енергiї:

dF

ds
=

N

N0

sQAB +
N

N0

RT ln
1 + s

1− s
= 0. (11.53)
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Тодi

T = −QAB

R

s

ln 1+s
1−s

. (11.54)

З цього рiвняння краще знаходити температуру при деякому задан-
ному значенi ступеню далекого порядку, анiж навпаки. Слiд врахувати,
що QAB < 0, i значить T > 0. При s = 0 далекий порядок повнiстю
зникає. Для того щоб знайти вiдповiдну температуру T0, треба розкрити
невизначеннiсть типу 0/0. Розкриваємо її за правилом Лопiталя

T0 = −QAB

R

1
1−s
1+s

(1−s)+(1+s)
(1−s)2

= −QAB

R

1− s2

2
= −QAB

2R
. (11.55)

Якщо використати цю температуру в попередньому виразi, то

T = T0
2s

ln 1+s
1−s

. (11.56)

Так як експериментально вiдомо, що фазовий перехiд другого роду
вiдбувається зi стрибком теплоємностi, який часто важливий саме для
знаходження такого фазового переходу або пiдтвердження iнформацiї
про його наявнiсть розглянемо можливiсть обчислення теплоємностi з
вже одержаних виразiв.

∆c =
dE

dT
=
dE

ds

ds

dT
=

N

N0

QAB s
ds

dT
. (11.57)

Знайдемо значення похiдної з рiвняння (11.56)

dT

ds
= −2T0

2s− (1− s2) ln 1+s
1−s

(1− s2) ln2 1+s
1−s

. (11.58)

Пiдставляємо далi вираз

s
ds

dT0

= −
s(1− s2) ln2 1+s

1−s

2s− (1− s2) ln 1+s
1−s

(11.59)

у формулу (11.57), враховуючи, що QAB = −2RT0, одержуємо

∆c = R
s(1− s2) ln2 1+s

1−s

2s− (1− s2) ln 1+s
1−s

. (11.60)
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11.3.4 Фазовий перехiд в надпровiдний стан

Розглянемо перехiд провiдника з нормального стану n до надпровiд-
ного стану s у вiдсутностi магнiтного поля. Застосуємо рiвняння Ерен-
феста для загального випадку, коли на систему дiє узагальнена сила A,
якiй вiдповiдає зовнiшнiй параметр a:

∆CA = −T
(
dA

dT

)2

∆

(
∂a

∂A

)
T

, (11.61)

∆

(
∂a

∂T

)
A

= −dA
dT

∆

(
∂a

∂A

)
T

. (11.62)

Покладемо в цих рiвняннях A = H i a = J :

∆CH = −T
(
dH

dT

)2

∆

(
∂J

∂H

)
T

, (11.63)

∆

(
∂J

∂T

)
H

= −dH
dT

∆

(
∂J

∂H

)
T

. (11.64)

Стрибок теплоємностi тодi дорiвнює

∆C = Cs − Cn = −Tc
(
dHc

dT

)2

Hc=0

∆

(
∂J

∂H

)
T

, (11.65)

де Hc(T ) – напруженiсть, що залежить вiд температури критичного по-
ля, при якому одночасно iснують обидвi фази. Похiдну dHc

dT
треба брати

також i при умовi T = Tc. Для надпровiдника

Js = − 1

4π
H,

(
∂Js
∂H

)
T

= − 1

4π
, (11.66)

для нормального провiдника

Jn = −µ− 1

4π
H,

(
∂Jn
∂H

)
T

= −µ− 1

4π
. (11.67)

Таким чином,

∆

(
∂J

∂H

)
T

=

(
∂Js
∂H

)
T

−
(
∂Jn
∂H

)
T

= − 1

4π
. (11.68)

Враховуючи, що µ = 1 + 4πκ, а κ для парамагнiтних i дiамагнiтних
речовин величина порядку 10−5 − 10−6, то

∆

(
∂J

∂H

)
T

= − 1

4π
(11.69)
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i приходимо до формули Рутгерса

Cs − Cn =
Tc
4π

(
dHc

dT

)2

H)c=0

. (11.70)



Роздiл 12

Флуктуацiї

12.1 Загальний пiдхiд
Рiвноважному стану системи вiдповiдає переважна велика кiлькiсть

мiкростанiв. Ймовiрнiсть знаходження системи в кожному мiкростанi
одна й та сама. Тому час вiд часу система переходить до макростанiв
менш iмовiрних нiж рiвноважний. Такi переходи вiдповiдають флукту-
ацiям. З точки зору опису системи у фазовому об’ємi система покидає
об’єм, що вiдповiдає рiвноважному стану, який реалiзується найбiльшою
кiлькiстю мiкростанiв. Так як для повного знання еволюцiї системи у
фазовому просторi потрiбно вирiшити систему рiвнянь Гамiльтона, що
складається з дуже великої кiлькiстi рiвнянь, тому не можна знати точну
траєкторiю руху системи в фазовому просторi. Хоча гiпотетично уявля-
ємо, що це якимось чином можливо i еволюцiя системи є однозначною
функцiєю часу. Використовуючи ймовiрнiсний пiдхiд можна визначити
середнi величини i деякi величини, що пов’язанi з вiдхiленнями вiд цих
середнiх.

Якщо маємо фiзичну величину F , то її флуктуацiя є F − F̄ . Для
визначення середньоквадратичної флуктуацiї

(F − F̄ )2 = F 2 − F̄ 2 (12.1)

потрiбно знати вiдповiднi середнi F̄ i F 2. Звiсно цю величину можна
знаходити iнтегруванням

(F − F̄ )2 =

∞∫
−∞

(F − F̄ )2w(x)(dx)6N , (12.2)

але це iнтегрування складно виконати коли F є функцiєю координат та
iмпульсiв. Вiдносна флуктуацiя має середню арифметичну як базу для

193
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порiвняння

∆F

F̄
=

√
(F − F̄ )2

F̄
=

√
F 2 − F̄ 2

F̄
. (12.3)

Для будь-якої величини F

∆F 2 = F 2 − F̄ 2 =

∫
F 2e

Ψ−H
θ dΓ−

(∫
Fe

Ψ−H
θ dΓ

)2

. (12.4)

12.2 Флуктуацiя енергiї
Розглянемо середню енергiю

Ē = H̄ =

∫
He−

H
θ dΓ∫

e−
H
θ dΓ

. (12.5)

Продиференцiюємо її по θ:

∂H

∂θ
=

1

θ2

∫
H2e−

H
θ dΓ∫

e−
H
θ dΓ

− 1

θ2

(∫
He−

H
θ dΓ

)2

(∫
e−

H
θ dΓ

)2 =
H2 − H̄2

θ2
, (12.6)

або

∆H2 = H2 − H̄2 = θ2∂H̄

∂θ
= kT 2∂H̄

∂T
= kT 2∂Ē

∂T
= kT 2CV . (12.7)

Флуктуацiя енергiї є

δ =
√

∆E2 =
√
kCV · T (12.8)

Вiдносна флуктуацiя –

δ

H̄
=

√
∆H2

H̄
=

√
kT

H̄
· CV T
H̄
∼
√
kT

H̄
. (12.9)

Для iдеального газу маємо

Ē =
3

2
kNAT, (12.10)

CV =

(
∂Ē

∂T

)
V

=
3

2
kNA. (12.11)
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Тодi знаходимо величини

∆E2 =
3

2
NAk

2T 2, (12.12)

δ =
√

∆E2 = kT

√
3

2
NA, (12.13)

K =
δ

Ē
=

√
2

3

1√
NA

. (12.14)

12.3 Флуктуацiї термодинамiчних величин
Розглянемо систему, що складається з двох частин: малої пiдсисте-

ми i той частини системи, що залишається без врахування пiдсистеми.
Ентропiя такої системи буде складатися з двох частин

∆S = ∆Sp + ∆S0, (12.15)

де ∆Sp – ентропiя малої пiдсистеми, ∆S0 – ентропiя той частини системи,
що оточує малу пiдсистему. Для iзольованої системи енергiя постiйна,
тобто, якщо вважати систему iзольованою, то

∆Ep + ∆E0 = 0, (12.16)

з позначеннями ∆Ep, ∆E0 для змiнення енергiї пiдсистеми i залишкової
системи без пiдсистеми, вiдповiдно. Будемо також вважати загальний
об’єм системи постiйним

∆Vp + ∆V0 = 0. (12.17)

З об’єднаного рiвняння термодинамики маємо:

∆Ep = ∆A− p0∆Vp + T0∆Sp, (12.18)

∆E0 = T0∆S0 − p0∆V0, (12.19)

де ∆A – робота, пов’язана з пiдсистемою. З цих рiвностей витiкає, що

∆ST + ∆S0 = −∆A

T0

. (12.20)

Ймовiрнiсть, що пов’язана з будь-яким термодинамiчним параметром
x згiдно з формулою Больцмана має загальний вигляд

w(x) ∼ e
∆S
k ∼ e

∆Sp+∆S0
k ∼ e

−∆A
kT0 . (12.21)
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З рiвняння (12.18):

w(x) = e
−∆Ep+p0∆Vp−T0∆Sp

kT0 (12.22)

Розвинемо ∆E в ряд, вважаючи її функцiєю незалежних змiнних S i V ,
до членiв другого порядку

∆E =

(
∂E

∂S

)
V

∆S +

(
∂E

∂V

)
S

∆V+

+
1

2

[(
∂2E

∂S2

)
V

∆S2 + 2

(
∂2E

∂S∂V

)
V,S

∆S∆V +

+

(
∂2E

∂V 2

)
S

∆V 2

]
. (12.23)

Скористаємось рiвняннями термодинамiки(
∂E

∂S

)
V

= T, (12.24)

(
∂E

∂V

)
S

= −p (12.25)

i перепишемо (12.23) у виглядi

∆E + p∆V − T∆S =
1

2

[(
∂2E

∂S2

)
V

∆S2 +

+ 2

(
∂2E

∂S∂V

)
V,S

∆S∆V +

(
∂2E

∂V 2

)
S

∆V 2

]
. (12.26)

Розглянемо окремi доданки в квадратних дужках(
∂2E

∂S2
∆S +

∂2E

∂S∂V
∆V

)
∆S =

(
∂

∂S
∆E

)
V

∆S = ∆

(
∂E

∂S

)
V

∆S, (12.27)

(
∂2E

∂V 2
∆V +

∂2E

∂V ∂S
∆S

)
∆V =

(
∂

∂V
∆E

)
S

∆V = ∆

(
∂E

∂V

)
S

∆V (12.28)

i тодi вираз у квадратних дужках дорiвнює(
∂∆E

∂S

)
V

∆S +

(
∂∆E

∂V

)
S

∆V = ∆

(
∂E

∂S

)
V

∆S + ∆

(
∂E

∂V

)
S

∆V. (12.29)

Тепер можемо записати (12.26) у виглядi

∆E + p∆V − T∆S =
1

2

[
∆

(
∂E

∂S

)
V

∆S + ∆

(
∂E

∂V

)
S

∆V

]
. (12.30)



12.3. ФЛУКТУАЦIЇ ТЕРМОДИНАМIЧНИХ ВЕЛИЧИН 197

Знов скористаємся значеннями похiдних

∆E + p∆V − T∆S =
1

2
(∆T ∆S −∆p∆V ). (12.31)

Остаточно для ймовiрностi маємо

w(x) ∼ e−
∆T ∆S−∆p∆V

2kT . (12.32)

12.3.1 Частковi випадки

Незалежнi змiннi V i T

Запишемо форми Пфаффа

∆S =

(
∂S

∂T

)
V

∆T +

(
∂S

∂V

)
T

∆V, (12.33)

∆p =

(
∂p

∂T

)
V

∆T +

(
∂p

∂V

)
T

∆V. (12.34)

i додамо рiвняння термодинамiки(
∂S

∂T

)
V

=
CV
T
, (12.35)

(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂p

∂T

)
V

. (12.36)

Звiдси

∆S =
CV
T

∆T +

(
∂p

∂T

)
V

∆V. (12.37)

Пiдставимо цi вирази в

∆T ∆S −∆p∆V = ∆T
CV
T

∆T + ∆T

(
∂p

∂T

)
V

∆V−

−
(
∂p

∂T

)
V

∆T ∆V −
(
∂p

∂V

)
T

∆V ∆V (12.38)

i далi в формулу (12.32)

w(x) ∼ exp

[
− CV

2kT 2
(∆T )2 +

1

2kT

(
∂p

∂V

)
T

(∆V )2

]
. (12.39)
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З термодинамiки вiдомо, що CV > 0 i
(
∂p
∂V

)
T
< 0. Краще цей вираз пере-

писати iнакше:

w(x) ∼ exp

[
− CV

2kT 2
(∆T )2 − 1

2kT

∣∣∣∣ ∂p∂V
∣∣∣∣
T

(∆V )2

]
. (12.40)

Тодi
w(x) ∼ e−

CV
2kT2 (∆T )2

e−
1

2kT | ∂p∂V |T (∆V )2

. (12.41)

Тобто ймовiрнiсть флуктуацiї може бути представлена як добуток ймо-
вiрностей

w(T ) = Ae−
CV

2kT2 (∆T )2

(12.42)

i
w(V ) = Be−

1
2kT | ∂p∂V |T (∆V )2

. (12.43)

Бачимо, що як флуктуацiї температури, так i флуктуацiї об’єму мають
нормальний розподiл. Цi iнтеграли мають вигляд iнтегралiв Пуассона

w(y) = Ce−
αy2

2 . (12.44)

Спочатку для нормування знаходимо iнтеграл (Додаток С.2)

+∞∫
−∞

e−
αy2

2 dy =

√
2π

α
(12.45)

i, вiдповiдно, пiсля нормування

w(y) dy =

√
α

2π
e−

αy2

2 dy. (12.46)

Далi знаходимо середнє квадрату

y2 =

+∞∫
−∞

y2w(y) dy =

√
α

2π

+∞∫
−∞

y2e−
αy2

2 dy =

=

√
α

2π
2

∫ ∞
0

y2e−
αy2

2 dy =

√
α

2π

√
2π

α3
=

1

α
. (12.47)

З формули (12.44) тодi маємо

w(y) = C e
− y2

2y2 . (12.48)
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Порiвнюючи цей вираз з формулами (12.42) i (12.43) знаходимо флукту-
ацiї температури i об’єму:

δT =

√
(∆T )2 = T

√
k

CV
, (12.49)

δV =

√
(∆V )2 =

√
kT

∣∣∣∣∂V∂p
∣∣∣∣
T

. (12.50)

Незалежнi змiннi p i S

Запишемо форми Пфаффа

∆V =

(
∂V

∂p

)
S

∆p+

(
∂V

∂S

)
p

∆S, (12.51)

∆T =

(
∂T

∂S

)
p

∆S +

(
∂T

∂p

)
S

∆p. (12.52)

i додамо рiвняння термодинамiки(
∂V

∂S

)
p

=

(
∂T

∂p

)
S

, (12.53)

Cp = T

(
∂S

∂T

)
p

. (12.54)

Пiдставляємо їх в попереднi формули i одержуємо

∆T =
T

Cp
∆S +

(
∂T

∂p

)
S

∆p, (12.55)

∆V =

(
∂V

∂p

)
S

∆p+

(
∂T

∂p

)
S

∆S. (12.56)

Тепер пiдставляємо цi вирази в формулу (12.32):

w(x) ∼ exp

[
1

2kT

(
∂V

∂p

)
S

(∆p)2 − 1

2kCp
(∆S)2

]
. (12.57)

Врахуємо, що
(
∂V
∂p

)
S
< 0, тодi ймовiрнiсть можна записати як

w(x) ∼ e
− 1

2kT | ∂V∂p |S(∆p)2

e
− 1

2kCp
(∆S)2

. (12.58)
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Шляхом аналогiчним застосованому в попередньому параграфi одержу-
ємо флуктуацiї ентропiї i тиску

δS =

√
(∆S)2 =

√
kCp, (12.59)

δp =

√
(∆p)2 =

√
kT

∣∣∣∣ ∂p∂V
∣∣∣∣
S

. (12.60)

12.4 Флуктуацiя об’єму при фiксованому
тиску

Маємо для квадрату флуктуацiї об’єму

δ2
V = ∆V 2 = (V − V0)2 =

∞∫
0

(V − V0)2w(V ) dV. (12.61)

де V0 – найiмовiрнiший об’єм. Для iдеального газу вiльна енергiя N мо-
лекул є

F = −NkT lnZ = −NkT lnV + f(T ). (12.62)

Для того, щоб ввести в систему тиск додаємо до гамiльтонiану системи
дiю тиску на систему

H = Hs(x, V ) + pV +
p2

2m
. (12.63)

Hs позначає гамiльтонiан системи, x – сукупнiсть всiх 6N координат,
p = ∂H

∂V̇
– узагальнений iмпульс. Тодi в загальному випадку ймовiрнiсть,

що об’єм системи знаходиться в межах V ÷ V + dV буде

w(V )dV =

(∫
e
F−Hs−pV− p2

2m
kT

∏
i

dqidpidp

)
dV, (12.64)

якщо позначити

e−
Fs(T,V )
kT =

∫
e−

Hs
kT

∏
i

dxi =

∫
e−

Hs
kT

∏
i

dpidqi, (12.65)

то iнтегруючи по dp маємо

w(V )dV = e
F−Fs(T,V )−pV

kT

√
2πmkTdV. (12.66)
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Для iдеального газу

w(V ) = C(T )V Ne−
pV
kT dV. (12.67)

має максимум, коли

d

dV

(
N lnV − pV

kT

)∣∣∣∣
V=V0

= 0 (12.68)

або
V0 =

NkT

p
. (12.69)

це означає, що найiмовiрнiйший об’єм задовiльняє рiвнянню стану. Цей
шлях знаходження найiмовiрнiшого об’єму з використанням вiдповiдного
рiвняння стану пiдходить для будь-яких систем. Розглянемо показник
ступеню експоненти (12.66). Його максимум є

∂Fs
∂V

∣∣∣∣
V=V0

+ p = 0, (12.70)

але це рiвняння стану. Розвинемо показник в (12.66) по вiдхiленням об’-
єму вiд найiмовiрнiшого

w(V )dV =
√

2πmkTe
F−Fs(T,V0)−pV0

kT
− 1

2kT
∂2Fs
∂V 2 (V−V0)2−... dV, (12.71)

при цьому
∂2Fs
∂V 2

∣∣∣∣
V=V0

= − ∂p

∂V

∣∣∣∣
V=V0

. (12.72)

Пронормуємо i знайдемо вiльну енергiю загальної системи

1 =

∞∫
0

w(V )dV =
√

2πmkT

√
2πkT

− ∂p
∂V

∣∣
V=V0

e
F−Fs(T,V0)−pV0

kT , (12.73)

F = Fs(T, V0) + pV0 − kT ln
√

2πmkT + kT

√
− ∂p
∂V

2πkT
. (12.74)

На цьому рiвнi точностi розвинення знайдемо середньоквадратичну флу-
ктуацiю об’єму (12.61)

∆V 2 =
1√

2πkT

√(
∂2Fs
∂V 2

)
V0

∫
e
− 1

2kT

(
∂2Fs
∂V 2

)
V0

(V−V0)2

(V − V0)2dV (12.75)
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i тодi

∆V 2 =
kT(

∂2Fs
∂V 2

)
V0

=
kT

−
(
∂p
∂V
,
)
V0

(12.76)

тобто вона пропорцiйна температурi, але для критичної точки цього не-
достатньо, тому що

(
∂p
∂V

)
V0
, а також i

(
∂2p
∂V 2

)
V0

. Треба врахувати члени
четвертого порядку в розвиненнi. Тодi середньоквадратична флуктуацiя
об’єму дорiвнює

∆V 2 =

∫
e−α(V−V0)4

(V − V0)2dV∫
e−α(V−V0)2dV

, (12.77)

де α = 1
24kT

(
∂4Fs
∂V 4

)
. Замiною змiнних iнтеграли перетворюються в гама-

функцiї:

∆V 2 =
1√
α

∞∫
0

e−xx−1/4dx

∞∫
0

e−xx−3/4dx

=
1√
α

Γ
(

3
4

)
Γ
(

1
4

) . (12.78)

пiдставляємо α:

∆V 2 =
Γ
(

3
4

)
Γ
(

1
4

) √ 24kT(
∂4Fs
∂V 4

)
V0

=
0.9191

0.9064 · 3

√√√√ 24kT

−
(
∂3p
∂V 3

)
V0

=

= 1.66

√√√√ kT

−
(
∂3p
∂V 3

)
V0

. (12.79)

На вiдмiну вiд звичайних точок, де середньоквадратична флуктуацiя
пропорцiйна kT , в критичнiй точцi вона пропорцiйна

√
kT , тобто помiтно

бiльша з-за малої величини сталої Больцмана k. Також треба вiдмiтити,
що всi частковi похiднi беруться при постiйнiй температурi, що не позна-
чалось в попереднiх формулах, щоб не нагромоджувати позначення.



Додаток A

Математичнi основи
термодинамiки

A.1 Похiднi
Теорема о зворотнiх величинах(

∂y

∂x

)
z

=
1

(∂x/∂y)z
. (A.1)

Диференцiювання складної функцiї. Ланцюгове правило

∂y

∂x
=
∂y

∂u

∂u

∂x
. (A.2)

У випадку двох функцiй(
∂y

∂x

)
z

=

(
∂y

∂u

)
z

(
∂u

∂x

)
z

. (A.3)

Тодi враховуючи (А.1)(
∂y

∂x

)
z

(
∂x

∂u

)
z

(
∂u

∂y

)
z

= 1. (A.4)

Для змiшаних похiдних другого порядку

∂2z

∂x ∂y
=

∂2z

∂y ∂x
(A.5)

або [
∂

∂y

(
∂z

∂x

)
y

]
x

=

[
∂

∂x

(
∂z

∂y

)
x

]
y

. (A.6)
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Також (
∂y

∂x

)
z

(
∂x

∂z

)
y

(
∂z

∂y

)
x

= −1. (A.7)

A.2 Форма Пфаффа

Пфаффова форма

n∑
i=1

Ai(x1, . . . , xn)dxi. (A.8)

Повним диференцiалом функцiї декiлькох незалежних змiнних z =
= z(x1, . . . , xn) називається величина

dz =
n∑
i=1

(
∂z

∂xi

)
x1,...,xi−1,xi+1,...,xn

dxi, (A.9)

але це частковий випадок при

Ai(x1, . . . , xn) =

(
∂z

∂xi

)
x1,...,xi−1,xi+1,...,xn

. (A.10)

Для функцiї двох змiнних

dZ = M(x, y)dx+N(x, y)dy, (A.11)

або з повними диференцiалами

dz =

(
∂z

∂x

)
y

dx+

(
∂z

∂y

)
x

dy (A.12)

з

M =

(
∂Z

∂x

)
y

, N =

(
∂Z

∂y

)
x

. (A.13)

З рiвностi частинних похiдних другого порядку витiкає умова Ойлеру(
∂M

∂y

)
x

=

(
∂N

∂x

)
y

, (A.14)

що визначає повний диференцiал. Можна знайти таку функцiю, добу-
ток якої з пфаффовою формою (A.8) обертається в повний диференцiал
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деякої функцiї R. Таку функцiю λ вiд змiнних x i y називають iнтегру-
ючим множником. Якщо для пфаффової форми (A.8) λ є iнтегруючий
множник, то

λM dx+ λN dy = dR (A.15)

i

λM =

(
∂R

∂x

)
y

, λN =

(
∂R

∂y

)
x

. (A.16)

Тодi (
∂(λM)

∂y

)
x

=

(
∂(λN)

∂x

)
y

(A.17)

або

N

(
∂λ

∂x

)
y

−M
(
∂λ

∂y

)
x

=

[(
∂M

∂y

)
x

+

(
∂N

∂x

)
y

]
λ, (A.18)

тобто

N

(
∂ lnλ

∂x

)
y

−M
(
∂ lnλ

∂y

)
x

=

(
∂M

∂y

)
x

−
(
∂N

∂x

)
y

. (A.19)

A.3 Перетворення Лежандра

Перетворення Лежандра обмiнює мiсцями залежнi i незалежнi змiннi.
Розглянемо довiльну функцiю декiлькох змiнних F1(x, y, z, . . .). Повний
диференцiал цiєї функцiї

dF1 = Xdx+ Y dy + . . . , (A.20)

де

X =

(
∂F1

∂x

)
y,...

, Y =

(
∂F1

∂y

)
x,...

, . . . . (A.21)

Введемо функцiю
F2 = F1 −Xx. (A.22)

З правила для диференцiала добутку

d(Xx) = Xdx+ xdX (A.23)

знаходимо диференцiал функцiї F2:

dF2 = dF1 −Xdx− xdX (A.24)
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i тодi
dF2 = −xdX + Y dy + . . . (A.25)

Тобто вiдбувся перехiд вiд незалежних змiнних x, y, z, . . . до незалежних
змiнних X, y, z, . . . i змiнна x стала залежною, а змiнна X тепер незале-
жна.

A.4 Якобiани
Якобiаном вiд x i y, якi є функцiями вiд двох незалежних змiнних ξ

i η називається визначник

∂(x, y)

∂(ξ, η)
=

∣∣∣∣∣∣
(
∂x
∂ξ

)
η

(
∂x
∂η

)
ξ(

∂y
∂ξ

)
η

(
∂y
∂η

)
ξ

∣∣∣∣∣∣ . (A.26)

Тодi
∂(x, y)

∂(ξ, η)
=

(
∂x

∂ξ

)
η

(
∂y

∂η

)
ξ

−
(
∂x

∂η

)
ξ

(
∂y

∂ξ

)
η

. (A.27)

Якщо в (А.26) обмiнювати змiннi, то одержимо

∂(x, y)

∂(ξ, η)
= −∂(y, x)

∂(ξ, η)
= −∂(x, y)

∂(η, ξ)
. (A.28)

При спiвпадаючих змiнних:

∂(x, y)

∂(x, z)
=

(
∂y

∂z

)
x

,
∂(y, z)

∂(x, z)
=

(
∂y

∂x

)
z

. (A.29)

Теорема добуткiв для якобiанiв:

∂(x, y)

∂(u, v)
=
∂(x, y)

∂(ξ, η)

∂(ξ, η)

∂(u, v)
. (A.30)

З (А.26) витiкає, що

∂(x, y)

∂(x, y)
= 1,

∂(x, x)

∂(ξ, η)
= 0,

∂(const, x)

∂(ξ, η)
= 0. (A.31)



Додаток B

Спецiальнi функцiї i їх
застосування

B.1 Γ-функцiя
Гамма-функцiя Ойлера

Γ(α) =

∞∫
0

e−xxα−1 dx (α > 0). (B.1)

Бета-функцiя Ойлера

B(α, β) =

1∫
0

(1− x)β−1xα−1 dx =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
. (B.2)

Iнтегруючи за частинами, одержимо

Γ(α) =

[
u = xα−1, dv = e−xdx
du = xα

α
dx, v = −e−x

]
=

1

α
Γ(α + 1). (B.3)

Для цiлих та напiвцiлих значень аргументу спочатку необхiдно знайти

Γ(1) =

∞∫
0

e−x dx = 1 (B.4)

та

Γ

(
1

2

)
=

∞∫
0

e−x√
x
dx =

[
x = y2

dx = 2ydy

]
= 2

∞∫
0

e−y
2

dy =
√
π. (B.5)
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Потiм знаходимо
Γ(n) = (n− 1)!, (B.6)

Γ

(
2n+ 1

2

)
=

(2n− 1)!!

2n
√
π (B.7)

B.2 Об’єм n-вимiрної кулi
Об’єм n-вимiрної кулi радiусу R (x2

1 +x2
2 + . . .+x2

n 6 R2) пропорцiйний
n-iй ступенi цього радiусу:

Vn = CnR
n. (B.8)

Знайдемо постiйну Cn. Iнтеграл
∞∫

0

e−r
2

dVn =

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

e−(x2
1+x2

2+...+x2
n)dx1dx2 . . . dxn (B.9)

можна обчислити в сферичних координатах (лiва частина цiєї формули)
i в прямокутних декартових координатах (права частина). В декартових
координатах маємо використати iнтеграл Пуассона (Додаток С.2):

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

e−(x2
1+x2

2+...+x2
n)dx1dx2 . . . dxn =

 ∞∫
−∞

e−x
2

dx

n

= πn/2. (B.10)

Для лiвої частини знаходимо з (В.8) вираз dVn = nCnr
n−1dr i одержуємо

nCn

∞∫
0

e−r
2

rn−1dr =

[
y = r2

dy = 2rdr

]
=
nCn

2

∞∫
0

e−yy
n
2
−1dy. (B.11)

Цей iнтеграл представляє собою Γ-функцiю (Додаток С.3):

nCn
2

∞∫
0

e−yy
n
2
−1dy =

1

2
nCnΓ

(n
2

)
. (B.12)

Прирiвнюючи вирази (В.10) i (В.12), одержимо

Cn =
2πn/2

nΓ(n/2)
. (B.13)

З формули (В.7) знаходимо

Γ
(n

2

)
=

(n− 2)!!

2n/2

√
2π. (B.14)



Додаток C

Iнтеграли

C.1 Диференцiювання iнтеграла
за параметром

У загальному випадку маємо iнтеграл, в якому вiд параметра α за-
лежать його пiдiнтегральна функцiя та обидвi границi:

I(α) =

b(α)∫
a(α)

f(x, α)dx. (C.1)

Диференцiювання (С.1) за параметром приводить до виразу:

dI(α)

dα
=

b∫
a

∂f(x, α)

∂α
dx+ f(b, α)

db

dα
− f(a, α)

da

dα
. (C.2)

Якщо границi не залежать вiд параметру, то очевидно маємо:

dI(α)

dα
=

b∫
a

∂f(x, α)

∂α
dx. (C.3)

А також приведемо частковi випадки, коли вiд параметру залежать оби-
двi границi:

dI(α)

dα
= f(b, α)

db

dα
− f(a, α)

da

dα
(C.4)

i лише одна:
dI(α)

dα
= f(b, α)

db

dα
. (C.5)
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C.2 Iнтеграл Пуассона
Спочатку знайдемо

I =

+∞∫
−∞

e−αv
2

dv (C.6)

Розглянемо два iнтеграли

Ix =

+∞∫
−∞

e−αx
2

dx, Iy =

+∞∫
−∞

e−αy
2

dy, (C.7)

якi спiвпадають з точнiстю до позначень. Побудуємо величину

I2 = IxIy =

+∞∫∫
−∞

e−α(x2+y2)dxdy. (C.8)

Будемо вважати x i y декартовими координатами i перейдемо до поляр-
них координат

I2 =

∞∫
0

2π∫
0

e−αr
2

rdrdϕ = 2π

∞∫
0

e−αr
2

rdr =
π

α
. (C.9)

Тодi

I =

√
π

α
(C.10)

Для парної функцiї

I0 =

∞∫
0

e−αv
2

dv =
1

2

√
π

α
(C.11)

Iншi iнтеграли парних ступенiв одержуємо диференцiюванням за пара-
метром:

I2 =

∞∫
0

e−αv
2

v2dv = − ∂

∂α

∞∫
0

e−αv
2

dv = − ∂

∂α
I0 =

= − ∂

∂α

(
1

2

√
π

α

)
=

1

4

√
π

α3
, (C.12)

I4 =

∞∫
0

e−αv
2

v4dv = − ∂

∂α
I2 = − ∂

∂α

(
1

4

√
π

α3

)
=

3

8

√
π

α5
(C.13)
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i так далi. Загальна формула

I2n =

∞∫
0

e−αv
2

v2ndv =
1 · 3 · . . . · (2n− 1)

2n+1

√
π

α2n+1
(C.14)

Для непарних ступенiв обчислююимо спочатку

I1 =

∞∫
0

e−αv
2

vdv =
1

2α
, (C.15)

а далi знов диференцiюємо за параметром

I3 =

∞∫
0

e−αv
2

v3dv = − ∂

∂α

∞∫
0

e−αv
2

vdv = − ∂

∂α
I1 =

= − ∂

∂α

(
1

2α

)
=

1

2α2
(C.16)

i так далi. Загальна формула

I2n+1 =

∞∫
0

e−αv
2

v2n+1dv =
n!

2αn+1
. (C.17)

C.3 Iнтеграл вiд добутку експоненти та по-
лiному

Також розглянемо iнтеграли, що походять вiд iнтегралу

I =

∞∫
0

e−αxdx =
1

α
. (C.18)

Диференцiюємо за параметром α та знаходимо:

dI

dα
= −

∞∫
0

e−αxxdx = − 1

α2
, (C.19)

d2I

dα2
=

∞∫
0

e−αxx2dx =
2

α3
, (C.20)
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d3I

dα3
= −

∞∫
0

e−αxx3dx = −2· 3
α4

(C.21)

i так далi. Тобто

dnI

dαn
= (−1)n

∞∫
0

e−αxxndx = (−1)n
n!

αn+1
(C.22)

i дляi нтегралу маємо
∞∫

0

e−αxxndx =
n!

αn+1
. (C.23)

C.4 Iнтеграли I±, Ln, Kn

Розглянемо iнтеграли

I± =

∞∫
0

xz−1 dx

ex ± 1
, (C.24)

якi обчислюються за допомогою розвинення функцiї 1
ex±1

:

I+ =

∞∫
0

xz−1 dx

ex + 1
=

∞∫
0

xz−1ex
∞∑
n=0

(−1)ne−nx dx =

= (1− 21−z)Γ(z)
∞∑
n=0

1

nz
= (1− 21−z)Γ(z)ξ(z), (C.25)

I− =

∞∫
0

xz−1 dx

ex − 1
= Γ(z)ξ(z). (C.26)

Для цiлочисельного парного z:

I+ =

∞∫
0

x2n−1 − 1 dx

ex − 1
=

22n−1 − 1

2n
π2nBn, (C.27)

I− =

∞∫
0

x2n−1 − 1 dx

ex − 1
=

(2π)2n

4n
Bn (C.28)
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Також розглянемо iнтеграл

Ln =

∞∫
0

xndx

ex + 1
. (C.29)

Розвинемо (ex + 1)−1 за ступенями e−x i запишемо

Ln =
∞∑
l=0

(−1)l
∞∫

0

xne−(l+1)xdx =
∞∑
l=0

(−1)l

(l + 1)n+1

∞∫
0

e−ttndt =

= Γ(n+ 1)
∞∑
l=0

(−1)l

(l + 1)n+1
. (C.30)

Додамо i вичтемо таку саму суму з непарними значеннями l
∞∑
l=0

(−1)l

(l + 1)n+1
=

∞∑
l=0

1

(l + 1)n+1
− 2

∞∑
m=0

1

(2m+ 2)n+1
=

= ζ(n+ 1)(1− 2−n), (C.31)

тодi
Ln = (1− 2−n)Γ(n+ 1)ζ(n+ 1). (C.32)

Цей вираз невизначений при n = 0, так як ζ(1) =∞, але при n = 0

L0 =

∞∫
0

dx

ex + 1
=

∞∫
1

dy

y(y + 1)
= ln 2. (C.33)

Знайдемо

L1/2 = (1− 2−1/2)Γ

(
3

2

)
ζ

(
3

2

)
= 0, 673,

L1 =
1

2
Γ(2)ζ(2) =

π2

12
,

L3 =
7

8
Γ(4)ζ(4) =

7π4

120
. (C.34)

Для iнтегралу

Kn =

∞∫
0

xndx

ex − 1
(C.35)

маємо

(ex − 1)−1 = e−x(1− e−x)−1 =
∞∑
k=0

e−(k+1)x, (C.36)
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звiдки

Kn =

∞∫
0

∞∑
l=0

xne−(l+1)xdx =
∞∑
l=0

∞∫
0

xne−(l+1)xdx =

=
∞∑
l=0

(l + 1)−n−1

∞∫
0

e−ttndt =

= Γ(n+ 1)
∞∑
l=0

(l + 1)−n−1 = Γ(n+ 1)ζ(n+ 1), (C.37)

де ζ(r) – дзета-функцiя Рiмана.

K1 =

∞∫
0

xdx

ex − 1
= Γ(2)ζ(2) =

π2

6
, (C.38)

так як Γ(2) = 1 i ζ(2) = π2/6.

K3 =

∞∫
0

x3dx

ex − 1
= Γ(4)ζ(4) =

π4

15
, (C.39)

так як Γ(4) = 3! i ζ(4) = π4/90.

K1/2 =

∞∫
0

x1/2dx

ex − 1
= Γ(

3

2
)ζ(

3

2
) = 2, 33, (C.40)

так як Γ(3
2
) =

√
π
2
i ζ(3

2
) = 2, 612.

K3/2 =

∞∫
0

x3/2dx

ex − 1
= Γ(

5

2
)ζ(

5

2
) = 1, 78, (C.41)

так як Γ(5
2
) = 3

√
π

4
i ζ(5

2
) = 1, 341.

Iнтеграл Фермi в загальному випадку

Fj(η) =
1

Γ(j + 1)

∞∫
0

ξj dξ

eξ−η + 1
. (C.42)
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C.5 Iнтеграл Mn

Для фермiєвської функцiї розподiлу

f(ε) =
1

e(ε−µ)/T + 1
(C.43)

при kT/µ� 1 можемо проiнтегрувати

M =

∞∫
0

ϕ(ε)f(ε) dε =

=

 u = f(ε), dv = ϕ(ε) dε

du = ∂f
∂ε
dε, v =

ε∫
0

ϕ(ε) dε = F (ε)

 =

= F (∞)f(∞)− F (0)f(0)−
∫ ∞

0

F (ε)
∂f

∂ε
dε =

= −
∞∫

0

F (ε)
∂f

∂ε
dε, (C.44)

де враховано, що f(∞) = 0 i F (0) = 0, а також використано, що довiльна
функцiя ϕ(ε) не повинна зростати скорiше за eε/kT при ε→∞. Перейдемо
в цьому iнтегралi до нової змiнної iнтегрування x = (ε− µ)/kT :

M = −
∞∫

− µ
kT

F (µ+ kTx)
∂f

∂x
dx (C.45)

У п. 10.1.5 детально розглядається частковий випадок такого iнте-
гралу. Для бiльш загального розгляду (подробицi в 10.1.5) згадаємо, що
функцiя ∂f/∂x = −ex/(ex + 1)2, по-перше, парна i, по-друге, зменшу-
ється з ростом абсолютної величини x, таким чином, що вона помiтно
вiдрiзняється вiд нуля лише поблизу точки x = 0 (ε = µ). Тодi можна
розвинути F (µ+ kTx) в ряд за ступенями x i до того ж замiнiти нижню
границю iнтегрування на −∞.

M = −
∞∫

−∞

[
F (µ) + kTF ′(µ)x+

1

2
(kT )2F ′′(µ)x2 + . . .

]
∂f

∂x
dx =

= F (µ)[f(−∞)− f(∞)]− kTF ′(µ)

infty∫
−∞

x
∂f

∂x
dx−
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− 1

2
(kT )2F ′′(µ)

∞∫
−∞

x2∂f

∂x
dx− . . . (C.46)

Враховуючи непарнiсть пiдiнтегральної функцiї
∞∫
−∞

x∂f
∂x
dx = 0, знайдемо

M = F (µ)− 1

2
(kT )2F ′′(µ)

∞∫
−∞

x2∂f

∂x
dx− . . . . (C.47)

Iнтегруємо частинами

∞∫
−∞

x2∂f

∂x
dx = 2

∞∫
0

x2∂f

∂x
dx =

[
u = x2, dv = ∂f

∂ε
dx

du = 2x dx, v = f

]
=

= −4

∞∫
0

xdx

ex + 1
= −4L1 = −π

2

3
(C.48)

Пiдставляємо в (C.47):

M =

∞∫
0

ϕ(ε)f(ε) dε =

µ∫
0

ϕ(ε) dε+
π2

6
(kT )2

(
∂ϕ

∂ε

)
ε=µ

+ . . . (C.49)

Якщо ϕ(ε) є ступенева функцiя ϕ(ε) = εn, то з формули (C.49) одержуємо

Mn =

∞∫
0

εnf(ε) dε =
µn+1

n+ 1

[
1 +

n(n+ 1)π2

6

(
kT

µ

2)]
. (C.50)



Додаток D

Комбiнаторiка

D.1 Статистика Фермi–Дiрака

Розглянемо i-ту скриньку з кiлькiстю комiрок gi i кiлькiстю частинок
Ni, де Ni 6 gi, що витiкає з принципу Паулi. Так як частинки нерозрiзне-
нi, то рiзнi способи вiдрiзняються один вiд одного лише тим, якi комiрки
зайнятi однiєю частинкою, а якi вiльнi, тобто перестановками порожнiх
комiрок з заповненими. Фiксуємо такий розподiл i проводимо всiлякi не-
суттєвi перестановки, що не дають нових способiв розподiлу: Ni зайнятих
комiрок мiж собою i gi −Ni порожнiх комiрок мiж собою. Це дає повну
кiлькiсть перестановок всiх комiрок gi!:

Ni!(gi −Ni)!Wi = gi!, (D.1)

звiдки кiлькiсть способiв розмiщення частинок

Wi =
gi!

Ni!(gi −Ni)!
. (D.2)

Загальна кiлькiсть способiв розподiлення N частинок буде

W =
∏
i

gi!

Ni!(gi −Ni)!
. (D.3)

D.2 Статистика Бозе–Айнштайна

Нехай в i-iй скриньцi знаходиться Ni бозонiв. Якщо взяти gi − 1
перегородок i розташувати їх довiльним чином, то одержимо розбит-
тя скриньки на gi комiрок. Тодi маємо два класи об’єктiв: частинки i

217
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перегородки. Позначимо через Wi кiлькiсть рiзних способiв, якими мо-
жна розташувати Ni частинок i gi комiрок. Так як частинки вважаються
нерозрiзненими, то цi способи можуть вiдрiзнятися один вiд одного ли-
ше кiлькiстю частинок в комiрках при фiксованiй кiлькостi частинок в
скриньцi Ni i рiзнi способи одержуються один з одного переносом ча-
стинок з комiрки в комiрку (обмiном мiсцями частинок i перегородок).
Фiксуючи кожний такий розподiл, треба виключити неiстотнi переста-
новки частинок мiж собою, що не дають нових способiв розподiлення
(їх кiлькiсть дорiвнює Ni!) i перегородок мiж собою (їх кiлькiсть дорiв-
нює (gi − 1)! ). Таким чином, одержуємо всi перестановки в множинi з
Ni + gi − 1 об’єктiв, що вмiщає як частинки, так i перегородки, тобто

Ni!(gi − 1)!Wi = (Ni + gi − 1)!, (D.4)

звiдки

Wi =
(Ni + gi − 1)!

Ni!(gi − 1)!
. (D.5)

Враховуючи усi скриньки, кiлькiсть способiв W розподiлення части-
нок по всiм скринькам дорiвнює добутку Wi:

W =
∏
i

(Ni + gi − 1)!

Ni!(gi − 1)!
. (D.6)

D.3 Статистика Максвелла–Больцмана
Розглянемо систему частинок, що розрiзнюються. Будемо вважати,

що в i-iй скриньцi єNi розрiзнених частинок. Загалом маємоN частинок.
Розглянемо спочатку способи перестановки мiж собою частинок з рiзних
скриньок. Позначимо кiлькiсть таких способiв через W0. Зробимо при
кожному фiксованому способi всiлякi несуттєвi перестановки частинок в
кожнiй скриньцi, що не дають нових способiв i одержимо повну кiлькiсть
перестановок N частинок

W0

∏
i

Ni! = N !, (D.7)

звiдси

W0 =
N !∏
i

Ni!
. (D.8)

Знайдемо далi кiлькома способами можна N1 розрiзнених частинок роз-
подiлити по g1 комiркам першої скриньки, N2 розрiзнених частинок –
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по g2 комiркам другої скриньки i т.д. Так як для кожної з Ni частинок
i-ої скриньки незалежно вiд решти iснує gi можливостей розмiщення по
комiркам, то шукана кiлькiсть способiв дорiвнює gi ·gi · . . . ·gi = gNii , а для
усiх скриньок

∏
i

gNii . Повна кiлькiсть способiв розподiлення N частинок

по скриням дорiвнює

W = W0

∏
i

gNii = N !
∏
i

gNii
Ni!

. (D.9)
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Додаток E

Вторинне квантування

E.1 Основи методу
Симетричнi i антiсиметричнi функцiї для систем тотожнiх частинок:

бозонiв i фермiонiв, вiдповiдно, можуть бути сконструйованi з одноча-
стинкових хвильових функцiй ϕk(qi), де qi – повний набiр аргументiв, що
характеризує частинку, згiдно з наступними формулами

ψs =
∑
P

ϕk1(q1)ϕk2(q2) . . . ϕkN (qN), (E.1)

ψa =
∑
P

δPϕk1(q1)ϕk2(q2) . . . ϕkN (qN) =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕk1(q1) ϕk1(q2) · · · ϕk1(qN)
ϕk2(q1) ϕk2(q2) · · · ϕk2(qN)
· · · · · · · · · · · ·
ϕkN (q1) ϕkN (q2) · · · ϕkN (qN)

∣∣∣∣∣∣∣∣ . (E.2)

Пiдсумовування проводиться по всiм перестановкам P iндексiв ki, а δP
дорiвнює +1 для перестановок, що складаються з парного числа парних
перестановок (транспозицiй) i –1 для перестановок, що складаються з
непарного числа транспозицiй.

Можна перейти до представлення, в якому аргументами хвильової
функцiї будуть числа заповнення n1 – кiлькiсть частинок у станi 1, n2 –
кiлькiсть частинок у станi 2 i т.д. В цьому представленнi, яке називають
представленням вторинного квантування, хвильовi функцiї записую-
ться у виглядi χ(n1, n2, . . .). Числа ni для системи бозонiв приймають
будь-якi цiлочисельнi значення ni = 0, 1, 2, . . ., а для системи фермiонiв
лише значення ni = 0, 1.
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E.2 Найважливiшi оператори
в представленнi вторинного квантування

Якщо ввести оператор числа частинок N̂ , власнi значення якого спiв-
падають з кiлькiстю частинок в системi i оператор ρ̂(r) густини числа
частинок в точцi r , то вочевидь вони пов’язанi спiввiдношенням

N̂ =

∫
ρ̂(r)dr . (E.3)

Як це звичайно для квантової механiки, введемо за аналогiєю хви-
льову функцiю ψ̂(r) так, щоб виконувалось спiввiдношення

ρ̂(r) = ψ̂+(r)ψ̂(r), (E.4)

де ψ̂+(r) – оператор, що ермiтово спряжений до оператора ψ̂(r).
Величину ψ̂(r) називають вторинно квантованою хвильовою фун-

кцiєю. Операторна хвильова функцiя ψ̂(r) не є ермiтовим оператором.
Розвинемо її в ряд по ортонормованiй системi одночастинкових хвильо-
вих функцiй

ψ̂(r) =
∑
k

âkϕk(r), ψ̂+(r) =
∑
k

â+
k ϕ
∗
k(r). (E.5)

Таким чином вводяться ермiтово спряженi оператори âk i â+
k , Тодi опе-

ратор числа частинок N̂ має вигляд

N̂ =
∑
i,k

â+
i âk

∫
ϕ∗i (r)ϕk(r)dr =

∑
k

â+
k âk. (E.6)

Бачимо, що оператори n̂k = â+
k âk мають сенс операторiв числа частинок

в k-му станi.
Довiльну хвильову функцiю системи χ(n1, n2, . . .), що залежить вiд

чисел заповнення, будуємо як суперпозицiю добуткiв власних функцiй
операторiв

n̂kχn′k(nk) = n′kχn′k(nk), (E.7)

χ(n1, n2, . . .) =
∑

n′1,n
′
2,...

c(n′1, n
′
2, . . .)χn′1(n1)χn′2(n2) . . . . (E.8)

Для операторiв виконуються наступнi комутацiйнi спiввiдношення

âiâk − âkâi = 0, â+
i â

+
k − â

+
k â

+
i = 0, âiâ

+
k − â

+
k âi = δik (E.9)

для системи бозе-частинок,

âiâk + âkâi = 0, â+
i â

+
k + â+

k â
+
i = 0, âiâ

+
k + â+

k âi = δik (E.10)

для системи фермi-частинок.
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E.3 Бозони
Доведемо два твердження.
1. Нехай n′k – власне значення, а χn′k(nk) – власна функцiя оператора

n̂k = â+
k âk. Тодi

n̂kχn′k(nk) = â+
k âkχn′k(nk) = n′kχn′k(nk). (E.11)

Подiємо на обидвi частини цiєї рiвностi оператором âk i скористаємося
комутацiйним спiввiдношенням (E.9), тодi одержуємо

âkâ
+
k âkχn′k(nk) = (â+

k âk + 1)âkχn′k(nk) = n′kâkχn′k(nk) (E.12)

або
n̂kâkχn′k(nk) = (n′k − 1)âkχn′k(nk). (E.13)

Тобто: якщо n′k i χn′k(nk) – власне значення i власна функцiя оператора
n̂k, то âkχn′k(nk) також є власною функцiєю оператора n̂k, що належить
власному значенню n′k− 1. Вiдповiдно, цей оператор називають операто-
ром знищення частинки в k-му станi.

2. Помножимо (E.7) на â+
k i одержимо

â+
k â

+
k âkχn′k(nk) = n′kâ

+
k χn′k(nk) (E.14)

або
â+
k (âkâ

+
k − 1)χn′k(nk) = n′kâ

+
k χn′k(nk) (E.15)

i остаточно
n̂kâ

+
k χn′k(nk) = (n′k + 1)â+

k χn′k(nk). (E.16)

Тобто: якщо n′k i χn′k(nk) – власне значення i власна функцiя оператора
n̂k, то â+

k χn′k(nk) також є власною функцiєю оператора n̂k, що належить
власному значенню n′k + 1. Вiдповiдно, цей оператор називають операто-
ром народження частинки в k-му станi.

Якщо n′k є власне значення оператора n̂k, то iснує послiдовнiсть вла-
сних значень n′k, n′k−1, . . . , n′k−l i власних функцiй χn′k(nk), âkχn′k(nk), . . .,
(âk)

lχn′k(nk). Так як n̂k не може мати вiд’ємних власних значень, ця послi-
довнiсть повинна обриватися, тобто повинно iснувати мiнiмальне власне
значення n(0)

k , для якого має мiсце âkχn(0)
k

= 0. Якщо було б âkχn(0)
k
6= 0,

то повинно було б iснувати власне значення n
(0)
k − 1, що неможливо з

огляду на мiнiмальнiсть n(0)
k .

Так як â+
k âkχn(0)

k
, то мiнiмальним власним значенням оператора n̂k є

n
(0)
k = 0 i послiдовнiсть власних значень оператора n̂k є послiдовнiсть
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невiд’ємних цiлих чисел 0, 1, 2, . . ., що належать послiдовностi функцiй
χ0(nk), χ1(nk), . . ..

Оберемо представлення, в якому оператор n̂k дiагональний i на го-
ловнiй дiагоналi стоять в порядку зростання власнi значення

n̂k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . . 0 . . .
0 1 0 . . . 0 . . .
0 0 2 . . . 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . l . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (E.17)

Ортонормованими власними функцiями цього оператора є стовпцi

χn′k(nk) =



0
0
...
0
1
0
...


, (E.18)

в яких одиниця стоїть в рядку з номером n′k, а в iнших рядках стоять
нулi. Маємо рiвнiсть

n̂kχn′′k (nk) = n′kχn′′k (nk). (E.19)

Спряжена функцiя визначається як рядок

χ+
n′k

(nk) = (0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . .), (E.20)

в якому одиниця стоїть в стовпцi з номером n′k, а в iнших стоять нулi.
Вона задовiльняє рiвнянню

χ+
n′k

(nk)n̂k = n′kχ
+
n′k

(nk). (E.21)

Таким чином, на стовпцi χn′k(nk) оператори вторинного квантування дi-
ють злiва, а на рядки χ+

n′k
(nk) – справа.

Скалярний добуток рядка на стовпець визначається як

χ+
n′k

(nk)χn′′k (nk) = δn′kn′′k . (E.22)
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Загальнi власнi функцiї χn′1,n′2(n1, n2, . . .) всiх операторiв n̂k(k = 1, 2, . . .)
є добутком

χn′1,n′2,...(n1, n2, . . .) =
∏
k

χn′k(nk). (E.23)

Згiдно з твердженнями, що доведенi на початку цього параграфа

â+
k χn′k(nk) = αn′kχn′k+1(nk), âkχn′k(nk) = βn′kχn′k−1(nk), (E.24)

звiдки знаходимо матричнi елементи лiвих i правих частин i одержуємо

(â+
k )n′′k ,n′k = αn′kδn′′k ,n′k+1, (âk)n′′k ,n′k = βn′kδn′′k ,n′k−1. (E.25)

Ермiтова спряженiсть â+
k i âk приводить до рiвностi

αn′k = β∗n′k+1, (E.26)

а спiввiдношення n̂ = â+
k âk до

αn′kβn′k+1 = n′k + 1. (E.27)

З точнiстю до фазового множника eiγ(n′k) тодi знаходимо

αn′k = β∗n′k+1 =
√
n′k + 1 (E.28)

i матрицi âk i â+
k мають вигляд

âk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0
√

1 0 0 . . .

0 0
√

2 0 . . .

0 0 0
√

3 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, â+

k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 0 . . .√
1 0 0 . . .

0
√

2 0 . . .

0 0
√

3 . . .
. . . . . . . . . . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (E.29)

Дiя операторiв â+
k i âk на функцiю χn′k(nk) визначається згiдно (E.29) i

(E.28) формулами

â+
k χn′k(nk) =

√
n′k + 1χn′k+1(nk),

âkχn′k(nk) =
√
n′kχn′k−1(nk),

âkχ0(nk) = 0. (E.30)

Стан з будь-яким набором чисел n′k може бути одержано з вакуум-
ного стану χ0,0,..., в якому всi числа заповнення дорiвнюють нулевi дiєю
операторiв â+

k на цей стан. Вiдповiдно, стан з будь-яким набором чисел
n′k може бути зведений до вакуумного стану дiєю операторiв âk.
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E.4 Фермiони
З визначення оператора n̂k маємо

n̂kχn′k(nk) = â+
k âkχn′k(nk) = n′kχn′k(nk). (E.31)

Помножимо цю рiвнiсть злiва на â+
k . З комутацiйних спiввiдношень

(E.10) в лiвiй частинi рiвностi тотожний нуль, так як (â+
k )2 = 0:

n′kâ
+
k χn′k(nk) = 0. (E.32)

Звiдси випливає, що при всiх n′k 6= 0 виконується â+
k χn′k(nk) = 0 i, зокре-

ма, â+
k χ0(nk) = 0. При n′k = 0 в силу комутацiйних спiввiдношень (E.10)

одержуємо
â+
k âkâ

+
k χ0(nk) = â+

k χ0(nk). (E.33)

Таким чином, â+
k χ0(nk) з точнiстю до чисельного множника є χ1(nk).

На обидвi частини рiвностi (E.31) дiємо оператором âk i, використо-
вуючи (E.10), маємо

âkâ
+
k âkχn′k(nk) = âkn

′
kχn′k(nk) = n′kâkχn′k(nk), (E.34)

звiдки витiкає, що âkχn′k(nk) = 0 при всiх n′k 6= 1 i, зокрема, âkχ0(nk) = 0.
Тодi як âkχ1(nk) є з точнiстю до числового множника χ0(nk),

n̂kâkχ1(nk) = â+
k (âk)

2χ1(nk) = 0. (E.35)

Якщо iснує стан χ0(nk), в якому частинок немає, то дiючи на цей стан
операторами âk i â+

k , ми одержимо вiдповiдно тотожний нуль âkχ0(nk) =
0 i стан з однiєю частинкою. Дiючи на стан χ1(nk) цими ж операторами,
ми можемо одержати стан χ0(nk) або тотожний нуль. Таким чином, ко-
мутацiйнi спiввiдношення (E.10) для фермiонних операторiв забезпечу-
ють виконання основної вимоги статистики Фермi, щоб числа заповнення
приймали лише значення 0 або 1.

Будь-який стан системи можна одержати з ваккумного стану дiєю
операторiв â+

k , якi називаються операторами народження. З будь-якого
стану можна одержати вакуумний стан дiєю операторiв знищення âk.

Оператори народження i знищення в одному станi з номером k (по-
значимо їх як α̂+

k i α̂k) повиннi задовiльняти спiввiдношенню

α̂+
k α̂k + α̂kα̂

+
k = 1, (α̂k)

2 = 0, (α̂+
k )2 = 0. (E.36)

Оператор числа частинок в k-му станi дорiвнює α̂+
k α̂k i у власному пред-

ставленнi вiн є дiагональним

n̂k =

∣∣∣∣ 0 0
0 1

∣∣∣∣ . (E.37)
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Власними функцiями n̂k є стовпцi
(

1
0

)
i
(

0
1

)
i рядки (1, 0) i (0, 1),

що описують стани без частинок i з однiєю частинкою в k-му станi вiд-
повiдно. Для операторiв народження i знищення α̂+

k i α̂k маємо рiвняння

α̂+
k

(
1
0

)
= p

(
0
1

)
, α̂+

k

(
0
1

)
= 0,

α̂k

(
1
0

)
= 0, α̂k

(
0
1

)
= q

(
1
0

)
, (E.38)

де p i q – довiльнi множники. Вирiшуючи цю систему, знайдемо

α̂+
k =

∣∣∣∣ 0 0
1 0

∣∣∣∣ , α̂k =

∣∣∣∣ 0 1
0 0

∣∣∣∣ , p = q = 1. (E.39)

Несуттєвими фазовими множниками знехтувано.
Розглянемо всю сукупнiсть станiв з рiзними k. Введемо оператори âk

i â+
k , що задовiльняють спiввiдношенням

â+
i âk + âkâ

+
i = 0 (i 6= k),

âiâk + âkâi = 0, â+
i â

+
k + â+

k â
+
i = 0, (E.40)

яким оператори α̂k i α̂+
k не задовiльняють (до речi, у випадку бозонiв

оператори âk i â+
k , що вiдносяться до рiзних станiв, автоматично задо-

вiльняли спiввiдношенням комутацiї, так як вони дiяли на рiзны змiннi).
Якщо νk – число зайнятих станiв, що "передують"k-му, то оператори

âk = (−1)νk α̂k, â+
k = (−1)νk α̂+

k (E.41)

задовiльняють спiввiдношенням (E.40). Дiйсно, наприклад, при i > k
маємо

â+
k âiχn′1,n”2,...,n′k,...,n

′
i,...

=

{
â+
k (−1)νiχn′1,...,n′k,...,n′i−1

при n′i = 1,

0 при n′i = 0,
=

=

{
(−1)νi+νkχn′1,...,n′k+1,...,n′i−1,...

при n′k = 0, n′i = 1,

0 в iнших випадках.
(E.42)

Для зворотнього порядку операторiв â+
k i âi маємо

âiâ
+
k χn′1,n”2,...,n′k,...,n

′
i,...

=

{
âi(−1)νkχn′1,...,n′k+1,...,n′i

при n′k = 0,

0 при n′k = 1,
=

=

{
(−1)νk+νi+1χn′1,...,n′k+1,...,n′i−1,...

при n′k = 0, n′i = 1,

0 в iнших випадках.
(E.43)
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так як в результатi дiї оператора â+
k число зайнятих станiв, що "переду-

ють"стану i, зросло на 1. Отже

(â+
k âi + âiâ

+
k )χ = 0. (E.44)

Таким чином, у разi системи фермiонiв оператори âk, â
+
k ы âi, â

+
i не

э незалежними, кожний з них залежить вiд парностi числа зайнятих
станiв, що передують k. Дiя операторiв âk i â+

k на функцiю χn′k(nk) ви-
значається згiдно (E.39) i (E.41) формулами

âkχn′k(nk) =

{
(−1)νk

√
n′kχn′k−1(nk) при n′k = 1,

0 при n′k = 0,
(E.45)

â+
k χn′k(nk) =

{
(−1)νk

√
1− n′kχn′k+1(nk) при n′k = 0,

0 при n′k = 1.
(E.46)

E.5 Гамiльтонiан системи взаємодiючих ча-
стинок

Оператори ψ̂(r) i ψ̂+(r), що введенi формулою (Е.5) мають сенс опе-
ратора знищення i оператора народження частинок в заданiй точцi про-
стору.

Розглянемо оператор деякої фiзичної величини Â. Будемо вважати
цю величину адитивною

Â =
∑
k

Âk, (E.47)

де пiдсумовування проводиться по всiм частинкам системи.
Твердження. Оператор Â в представленнi чисел заповнення може

бути записаний за допомогою вторинно квантованої хвильової функцiї
ψ̂(r) наступним чином:

Â =

∫
ψ̂+(r)Âψ̂(r)dr . (E.48)

Для доказу виразимо оператор Â через оператори кiлькостi части-
нок n̂k в станах, що вiдповiдають визначеним значенням As величини A.
Очевидно, що

Â =
∑
s

Asn̂s. (E.49)
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З iншого боку, розвинемо операторну хвильову функцiю ψ̂(r) за власни-
ми функцiями ϕs(r) оператора Â:

ψ̂(r) =
∑
s

âsϕs(r), âϕs(r) = Asϕs(r). (E.50)

Пiдставляємо це розвинення в праву частину () i за допомогою ортонор-
мованостi системи ϕs(r) приходимо до результату

Â =
∑
r,s

â+
r âsAs

∫
ϕ∗r(r)ϕs(r)dr =

∑
s

Asn̂s. (E.51)

Можна виразити оператор Â не лише в координатному представленнi
(Е.47) або в представленнi чисел заповнення (Е.48), (Е.49), а в будь-
якому iншому. Якщо маємо якусь iншу фiзичну величину, оператор якої
має власнi функцiї ϕs(r), що описують стани з операторами народження
â+
s i знищення âs, то використовуючи ортонормованiсть ϕs(r) i представ-

ляючи хвильову функцiю як

ψ̂(r) =
∑
s

âsϕs(r), (E.52)

одержуємо з (Е.49)
Â =

∑
s,s′

Ass′ â
+
s âs′ , (E.53)

де Ass′ =
∫
ϕ∗s(r)Âϕs′(r)dr – матричнi елементи оператора A в представ-

леннi даної фiзичної величини.
Будемо використовувати для розвинення функцiї

ϕk(r) =
1√
V
eikr . (E.54)

При цьому будемо вважати, що на ϕk(r) накладено перiодичнi граничнi
умови. Умова ортогональностi двох функцiй ϕk(r) i ϕ′k(r) записується у
виглядi ∫

ϕ∗k(r)ϕ′k(r)dr =
1

V

∫
ei(k

′−k)rdr = δk ,k ′ . (E.55)

Нехай оператор A є оператором зовнiшнього поля U(r). Позначимо
через â+(k) i â(k) оператори народження i знищення частинок з квазiiм-
пульсом k . З (Е.53) знаходимо в представленнi чисел заповнення

A =
1

V

∑
k ,k ′

u(k− k ′)â+(k ′)â(k), (E.56)
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де u(q) – фур’є-компонента потенцiалу U(r).
Вторинно квантований оператор кiнетичної енергiї K̂ =

∑
k
p̂2
i /2m має

в представленнi чисел заповнення вигляд

K̂ =
∑
k

~2k2

2m
â+(k)â(k) =

∑
k

~2k2

2m
n̂(k). (E.57)

Оператор повної енергiї взаємодiї Ĥint системи частинок з парною взає-
модiєю, що описується потенцiалом W(rij)

Ĥint =
1

2

∑
i 6=j

W(rij). (E.58)

Вираз для Ĥint через ψ̂(r):

Ĥint =
1

2

∫ ∫
ψ̂+(r 1)ψ̂+(r 2)W(r12)ψ̂(r 2)ψ̂(r 1)dr 1dr 2 (E.59)

або в представленнi чисел заповнення

Ĥint =
1

2V 2

∑
k1,k2,k ′1,k

′
2

w(k 1, k 2, k ′1, k
′
2)â+(k′1)â+(k ′2)â(k 2)â(k 1), (E.60)

де

w(k 1, k 2, k ′1, k
′
2) =

∫
W(r12)ei(k1r1+k2r2−k ′1r1−k ′2r2)dr 1dr 2. (E.61)

Якщо перейти до нових змiнних iнтегрування

R =
r 1 + r 2

2
, r = r 2 − r 1, r 1 = R − r

2
, r 2 = R +

R
2
, (E.62)

то одержимо

w (k 1, k 2, k ′1, k
′
2) =

=

∫
W(r)ei(k2−k1+k ′1−k ′2)r/2dr

∫
ei(k1+k2−k ′1−k ′2)RdR. (E.63)

Використовуючи умову ортонормованостi (Е.55), одержимо

w(k1, k2, k
′
1, k
′
2) = V δk1+k2,k ′1+k ′2

∫
W(r)ei(k2−k1+k ′1−k ′2)r/2dr . (E.64)
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Вектори k 1, k 2, k ′1, k
′
2 повиннi створювати замкнений чотирикутник, про

що свiдчить δ-символ в формулi. Тогда з закону збереження iмпульсу
маємо

k ′1 = k 1 + k , k ′2 = k 2 − k ,
k = k ′1 − k 1 = k 2 − k ′2, k 2 − k 1 + k ′1 − k ′2 = 2k . (E.65)

Введемо позначення

w(k) =

∫
W(r)eikrdr . (E.66)

Тодi формула (Е.64) запишеться як

w(k 1, k 2, k ′1, k
′
2) = V w(k)δk1+k2,k ′1+k ′2 . (E.67)

Гамiльтонiан системи взаємодiючих частинок у вiдсутностi зовнiшнього
поля дорiвнює

Ĥ = K̂ + Ĥint =
∑
s

~2k2

2m
â+(k)â(k)+

+
1

2V

∑
k1,k2,k ′1,k

′
2

w(k)δk1+k2,k ′1+k ′2 â
+(k ′1)â+(k ′2)â(k 2)â(k 1). (E.68)

При виключеннi δ-символу (за допомогою (Е.65)) маємо:

Ĥ =
∑
s

~2k2

2m
â+(k)â(k)+

+
1

2V

∑
k1,k2,k

w(k)â+(k 1 + k)â+(k 2 − k)â(k 2)â(k 1). (E.69)
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